
第 40卷 第 1O期 
2013年 1O月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．40 No．10 

Oct 2013 

线性投影非负矩阵分解方法及应用 

胡俐蕊h。 吴建国 汪 磊 

(南通大学计算机科学与技术学院 南通226019) 

(安徽大学计算智能与信号处理教育部重点实验室 合肥230039) 

(安徽大学计算机科学与技术学院 合肥230039)。 

摘 要 针对线性投影结构非负矩阵分解迭代方法比较复杂的问题，提 出了一种线性投影非负矩阵分解方法。从投 

影和线性变换角度 出发 ，将 Frobenius范数作为 目标函数，利用泰勒展开式，严格导出基矩阵和线性变换矩阵的迭代 

算法，并证明了算法的收敛性。实验结果表明：该算法是收敛的；相对于非负矩阵分解等方法，该方法的基矩阵具有更 

好的正交性和稀疏性；人脸识别结果说明该方法具有较高的识别率。线性投影非负矩阵分解方法是有效的。 
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Abstract To solve the problem that the iterative method for Linear Projection-Based Non-negative Matrix Factorization 

(LPBNMF)is complex，a method，called Linear Projective Non-negative Matrix Factorization(LP-NMF)，was proposed． 

In LP-NMF，from pmjection and linear transformation angle，an objective function of Frobenius nornl is considered．The 

Taylor series expansion iS used．An iterative algorithm for basis matrix and linear transformation matrix iS derived 

strictly and a proof of algorithm convergence is provided．Experimental results show that the algorithm is convergent， 

and relative to Non-negative Ma trix Factorization(NMF)and SO on．the orthogonality and the sparseness of the basis 

matrix are better，in face recognition，there is higher recognition accuracy．The method for LP-NMF is effective． 

Keywords Projective non-negative matrix factorization，Linear transformation，Face recognition 

非负矩阵分解(NMF)x≈wH[1]是从“对整体的感知由 

对组成整体的部分感知构成”观点出发而构建的数据处理方 

法。该方法揭示了描述数据的本质，并被广泛应用到数据降 

维、文本挖掘、光谱数据分析[2]、图像分析、人脸识~1]B,s,41等 

诸多领域。 

投影非负矩阵分解(P-NMF)X~'．wwrx[5]是在 NMF基 

础上提出的。由于它是从投影角度而构建的，使得 P-NMF 

算法只需计算基矩阵 w。在每一步迭代运算中，NMF需要 

计算两个矩阵，该算法只需计算一个矩阵，计算复杂性更低。 

基于线性投影结 构 的非 负矩阵分解 (LPBNMF)X≈ 

wQx[3 是基于线性变换 Q而构建的。在 LPBNMF中，提出 

了一个单调递减算法，定量地分析了基矩阵的正交性和稀疏 

性，并将它应用到有遮挡的人脸识别问题中。 

根据 P-NMF和LPBNMF的优化规则，基矩阵总是趋向 

于正交的L3，5]。因此，P-NMF和 LPBNMF基矩阵的正交性 

和稀疏性都比NMF好，从而使得P-NMF和LPBNMF方法 

更有利于数据降维和模式识别等应用。 

本文基于 LPBNMF方法 X~WQX提出了另一种方法， 

我们称该方法为线性投影非负矩阵分解(LP-NMF)方法。本 

方法的基矩阵仍然具有较好的正交性和稀疏性。相对于 

LPBNMF方法，其迭代公式更加简单。人脸识别实验说明该 

方法是有效的。 

1 线性投影非负矩阵分解(LP ) 

用Frobenius范数作为相似性度量，考虑目标函数： 

1 

F一÷ ll X-WQX ll多(x≥o，w≥o，Q≥o) (1) 
厶  

NMF定义 WH中所采用的数学模型是基于非线性 

投影结构而构建的，而LP-NMF的基本思想是：通过适当的 

线性变换 Q将样本数据X变换成QX，这样可以认为 QX是 

样本空间 在适当子空间w上的投影，最后，通过最小化目 
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标 函数 、，获得 W 和 Q。这 里 ，仍然称 为基矩 阵 ，而称 Q 

为线性变换矩阵。 

1．1 基矩阵W 的迭代更新规则 

在式(1)中，对于w 中的任意元素 用 表示F中 

与硼 相关的部分。在表达式 中，用W替换叫 可以得到 

函数 (叫)。很明显， (叫)在 毗 处的一阶导数就是 F 

关于W 的一阶偏导数，即 

c 一 aF
一 生  

一 ∑一(xf一(WQX) ) 

一  (一X,j+(WQX) ( 可) 
q 々 u um  

=  (一xo+(WQX) (QX 
u um  

一  

[莩(一X~j q-(WQX)ij)( (QX ] J l u“∞ 
一 ∑一 (QX) +(wQX) (Qx) 

一 一 (XXr ) +(WQXX QT)曲 (2) 

类似地，可以得到 (训)在 处的二阶导数： 

( )一 甓 
a(一(XXTQT) ) a -b a(WQX

．

XTQr)~ 

dt￡ 

一 (QXX Q )∞ (3) 

以及其它关于W的导数： 

l二( )一0( ≥3) (4) 

因此， ( 在 处的 Taylor展开式是 ： 

(训)一 ( )+ ( )(训一Wab)+专 

( )( 一姚 ) (5) 

此时，为了在数值计算中强调 的计算时间，用 谜  来 

表示 F ( 表达式括号中的 ，式(5)可表示为 

( 一 ( )+ (谜 )(叫一 )+专 

(t )(础一 ) 

一  (鹕 )+ ( )(训一 )+专 

(Qx )∞(侧一 )。 (6) 

现在，定义函数 

G (叫， )一 (鹕 )+ (谜 )(叫一砒 )+专 

．

(WQXX
⋯

TQT),t,( 
一 硝  )。 (7) 训  ⋯  

定理 1 ( ，硝 )是 ( )的一个辅助函数。 

证明：当 鹕 一W时， (训， )一 ( )。下面证 

明，当 ≠伽时， ( ， )≥ (叫)。 

因为W≥O，Q≥0，x>jo， 

(w_QXX ) 一∑ (Qx ) 

≥W2 (QX)(T )∞ 

当W2)>O时， 

≥( QT) 
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事实上，Wg 一谜  。所以 

≥( ) 

从而 

(w， )≥ ( ) 

根据文献[6]的定义1可知， (叫，谜 )是 (叫)的 
一 个辅助函数。 

定理 2 ‰( 在更新规则 

砒  arg mi (叫，溅  ) 

下是非增的。 

证明：因为 

(鹕  )≤ (础  ’， ) 

≤ (谢 ，谜  )= ( ) 

所以， ( 是非增的。 

使用辅助函数的定义和定理 2，只要能够获得 G (硼， 

)的最小值，就可以得到 ( 的局部最小值。为了获 

得 (叫)的局部最小值，可以通过计算 ( ， )的一 

阶导数获得。于是，由 

3w 一 ( + (叫一 ) 

一 一 (xx'r )∞+(WQXX ) + 

(WQXX
∽

TQr)~r
、叫一谜  )一O 

解得 

(XxT ) 
叫  

即， 的迭代计算规则是 

”一 ㈣  

使用迭代式(8)，可以使辅助函数 (砌，谜  )获得局部 

最小值。如果w的所有元素都通过式(8)更新，目标函数 F 

就可以获得局部最小值。 

式(8)就是基矩阵w的迭代更新规则。 

1．2 线性变换矩阵 Q的迭代更新规则 

类似地，可以得到函数 (口)，F％(q)的所有导数是： 

薏一生 
： 一 (WrX ) +(W rWQXX ) 

(％)：a上  

= (W叮W ) (XX )∞ 

(q)：o'S．t． ≥3 

因此， (q)在 ％处的 Taylor展开式是 ： 

F％(口)一F％(q曲)+ (％)(q一蚴)+专 (蚴)(口 
一 ％ )。 (9) 

同时，考虑到数值计算，式(9)可表示为： 

(q)=F％( )+ ( )(q一 )+专( w)m 
(xXr)∞(q- )。 (1O) 

现在，定义函数 



 

G (q， )一F‰(∥)+ ( )(q-- )+ 

1
，

(wTW Q x
，

XT)d~(
口一秘 )。 (11) Z g ⋯ 

则当 =q时，G (q， )一 (口)。而 

(Wr P( ) 一∑(WTW) (( ) 

≥ (WTW) (QXxT) 

一 ( W) ∑Q ( ) 

≥ (WrW) Q (XX )∞ 

当 Qg >O时 ， 

≥( Ⅳ) (XXr)∞ 

事实上， ： ，所以 

G％(q，以 )≥ (q) 

从而 ，G (q， )是 (口)的辅助函数。故由 

一  )+ (g一 ) 

一 一 (W rX ) +(WrWQXX ) + 

(wrwQ
—

x
，

xT)~(
q一以 )一O ， 1 

解得 

q一裆 ( wr面x xr)~ 

因此 ，铀 的迭代更新规则是 

扩  嘏 (w rx xr)~ (12) 

如果 Q的所有元素都通过式(12)更新，目标函数 F就可 

以获得局部最小值。 

式(12)就是线性变换矩阵 Q的迭代更新规则。 

1．3 算法步骤 

交替使用式(8)和式(12)，可以更新w 和Q，从而使目标 

函数 F达到局部最小值，即算法是收敛的。算法步骤如下： 

Step1 用非负数据初始化矩阵W、Q和X； 

Step2 用式(8)更新 W； 

Step3 用式(12)更新 Q； 

Step4 重复Step2和Step3直到算法收敛。 

利用该算法，可以得到基矩阵w和线性变换矩阵Q。 

2 实验与分析 

为了在收敛性、基矩阵、特征提取方面验证算法的有效 

性，并考察其算 法效率，将该 算法与 NMF、ONMFc"、 

u、jM 引、NMF0S[ 、DNMFE加 算法进行实验 比较。实验 

中，x取ORL人脸数据库中每个人的前 5幅图像，共 200个 

数据，将基矩阵、权重矩阵和线性变换矩阵等随机初始化为非 

负矩阵，置基矩阵的列基为8O。为了减少计算量，加快运行 

速度，每个图像缩小为原来的四分之一。每个算法迭代 5000 

次。这些算法的目标函数是： 

NMF：F一÷ lI x—wH ll； 

1 

ONMF：F一÷ Il x—wsH l『； 

LNMF：D(X II WH)=KL(X II WH)+aN(Wrw) 一 

(H )№ 

NMFOS：F=ll x—wH lI；+ Il w w 一Ill； 

DNMF：D(x II WH)一KL(x l1 WH)+a∑(WrW) 一 

(H )№+TtrF -]-atrE ] 

其中， 和S 分别是关于权重矩阵H列向量之间的类内散 

度矩阵和类间散度矩阵，且 

KL(XlI WH) ( 10g 一X~-F(WH) ) 

本实验中，ONMF的3个矩阵都要迭代计算；LNMF中， 

a=l，~---o．5；NMFOS只基于该目标函数迭代计算，另一个 

目标函数未用，且 一3；DNM 中，口一1， 一0．5，y一1．5， — 

0．5。 

2．1 算法收敛性及比较 

算法的目标函数值随迭代次数的变化曲线如图 1所示。 

(b)ONM 

(c)I NMF (d)NIVlFOS 

(e)DNMF ({)LP-NMF 

图 1 目标函数值随迭代次数的变化曲线 

从图中可以看出，算法都是收敛的。NMF、ONMF和 

NMFOS算法收敛速度较快。LNMF到2000多步，就较稳定 

了。LP-NMF比DNMF收敛快，但仍然较慢。其原因是：本 

算法要求 X与WQX尽可能接近，而在WQX中已经含有x， 

这使得寻找合适的w和Q就可能更难；另外，迭代公式中，矩 

阵乘法较多，计算量更大，从而使得收敛变慢。而 DNMF每 

次迭代，还必须计算权重矩阵H中各类别的列向量均值，迭 

代公式相对 LNMF更复杂，计算量很大，因此，收敛也慢。 

2．2 基矩阵分析及比较 

获得的基矩阵图像如图 2所示，分别使用向量 z、 

(WTW) 和Q 作为数据 的特征向量，重建 X，结果 
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ZDT4上表现尤为突出。另外从图 9一图 13可以看出，DELS 

— NsGA2的收敛性与 NSGA2相当，均能有效收敛到真实的 

Pareto前沿。 

表2给出了两种算法在不同测试函数上的分布性度量 

(sP)结果。其中的数据为算法运行 1O次统计得到的SP平 

均值 SP(AVG)和方差 sP( ，表中加粗的数据为最好值。 

表 2 算法的分布性平均 SP及其方差 的比较 

从表 2可以看出，DELS_NSGA2算法的 SP均值在 ZDT 

系列的 5个测试例 中的表 现都要明显好 于 NSGA2，说 明 

DELS
_ NSG A 2算法能够有效地改善解群分布性。 

结束语 本文提出了一种带差分局部搜索的改进型NS- 

GA2算法，算法利用差分进化中变异算子的定向引导思想， 

抽取其中的差分向量，并与经典的 NSGA2算法相结合以改 

善解群的分布性。 

利用5个ZDT测试例作为基准测试函数，比较了DELS_ 

NSGA2算法和 NSGA2算法的分布性，实验结果表明 DELS_ 

NSGA2算法获得的解群在分布的均匀性和广度上要明显优 

于NSGA2算法。不仅如此，DELS_NSGA2算法的差分局部 

搜索过程的时间复杂度为O(MNIogN)，其中的非支配排序 

算子的时间复杂度为 0(MN2)，整个算法的时间复杂度为0 

(MN2)，与 NSGA2算法的时间复杂性相当。因此，DELS— 

NSGA2算法是一种有前途的算法。 

未来将把 DELS NSGA2算法应用在更多的工程设计与 

科学计算问题中，以进一步测试其在各种环境中的表现，不断 

改善其性能。 
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