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基于规则的可逆 Toffoli电路优化算法 
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摘 要 可逆电路的优化是可逆逻辑综合的关键问题之一。为了解决可逆Toffoli电路优化问题中算法复杂度高和 

电路规模可扩充性差的问题，分析归纳了相邻 Toffoli门的关系，提出并证明了可逆 Toffoli电路 中子序列的移动和化 

简规则，并基于这些规则给出了可逆 Toffoli电路的优化算法。根据移动规则对可逆电路进行正向和反向扫描，寻找 

满足化简规则的子序列进行优化，直到可逆电路不发生变化为止。该优化算法与可逆电路的输入线数无关，无需存储 

额外信息，适用于各种不同类型的Toffoli电路合成方法，算法复杂度为0(s3)，优于通常使用的模板优化的复杂度 0 

(n!产 )。在具体实例和国际认可的所有3变量可逆函数上的验证结果表明，该优化算法能有效地减少可逆电路的门 

数和控制位数，降低可逆电路的代价。 
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Abstract Optimization of reversible circuits is one of key problems of reversible logic synthesis．To solve the problem 

of high algorithm complexity and poor scalability of reversible Toffoli circuits，the paper analyzed and summarized rela- 

tionship between adjacent Toffoli gates，proposed and proven the moving and simplification rules of sub-sequence of re- 

versible circuit cascaded by Toffoli gates，and gave the optimization algorithm based on these n】l The algorithm ex~ni- 

nes the circuit bidirectionally according to the moving  rules，searches the sub-sequence satisfying simplification rules， 

performs corresponding optimization。and the process is repeated unti1 the circuit does’t change．The algorithm  is irrele— 

vant to the number of input lines，does’t need to store extra information，is suitable to different Toffoli circuit synthesis 

methods，and its algorithm  complexity is O(P)，which is superior to 0(7l! s。)of generally used template optimization 

technique．Results of examples and experiments on all 3-bit reversible functions show that the number of gates and the 

control bits can be reduced effectively and the cost of reversible circuit is decreased． 
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1 引言 

可逆逻辑综合是可逆计算的重要内容，在量子计算[1]、低 

能耗设计[2]、纳米技术[3 等领域有着重要应用。可逆逻辑综 

合主要研究在给定的可逆门和约束条件下，利用可逆逻辑门 

构造可逆逻辑电路，并使得电路代价尽可能小。同类型门级 

联的可逆电路中，门数和控制位数越少，可逆电路的代价越 

小。可逆逻辑综合包括可逆电路的合成和优化两方面。可逆 

电路的合成是指给定一个可逆逻辑函数的输入、输出值，计算 

机通过相关算法得到实现该函数功能的可逆逻辑电路。常见 

的合成方法包括精确的方法[4]和启发式方法[5蜘。启发式方 

法一般具有较低的时间和空间复杂度，然而得到的可逆电路 

往往不是最优电路。为了得到最优电路，需要在不改变可逆 

电路功能的条件下，对电路进行重组、替换和逻辑门约简等， 

以降低可逆电路的代价。现有的优化方法包括基于简单规则 

的方法[9 和基于模板匹配的方法[6,10-1幻等。文献[9]给出了 
一 组正反控制(PNC)门的优化规则，用于移除可逆电路中的 

N0T门以及对具有相同目标位的门序列的化简。文献[1O] 

提出了可逆电路模板优化的思想，即运用模板技术的等价性 

替换电路中某一部分逻辑门，从而达到减少逻辑门数量的目 

的。文献[11]扩展了文献[1O]中模板的规模，即模板中Tof- 

foli门的个数，目前找到的最大模板的规模为 9。模板优化技 
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术虽能减少可逆电路门数，但需要存储大量的模板，匹配算法 

复杂度高，不利于可逆电路规模的扩展。 

本文分析归纳了相邻 T0ffoli门的关系，给出并证明了 

Toffoli门序列新的移动和化简规则，这些规则与输入线数无 

关，具有通用性，使得基于这些规则的优化算法具有很强的可 

扩展性。该优化算法无需线关联，无需存储模板等额外信息， 

降低了算法的时空复杂度。 

2 基本概念 

可逆门是指输入与输出之间存在一一对应关系的逻辑 

门。常见的有 Tof{oli门、Fredkin门、PNC f-j和 Peres门等。 

定义 1 对于变量域集合{ ，．272，⋯， )，广义Toffoli门 

形如 TOF(C； ，其中控制线集 C一{~Ei ，．27i，，⋯，蕊 }，目标 

位 T={ ，}，且 cflT一 。Toffoli门将{xo，xo，⋯， }映射 

到{ ，⋯，球 ，霹0z ，⋯，琏 ， ，⋯， )。 

常用的1 ff0li门有 N0T门即 TOF(~ 1)，没有控制 

位~CNOT门即TOF(x1；．272)，带有一个控制位；带有两个控 

制位的Toffoli门 m F(z ，,272 1,273)。3种门的表示见图1。 

图 1 常见的Toffoli门 

文献[133提出了PNC门，它是在 T('ff0li的基础上加入 

反控制。 

定义 2 基于 PNC门可逆电路的基本元素 由下面 5种 

线型构成㈣ ，如图 2所示。 

— — — ●一-一 (a】 

— —  3一 (b) 

— _-∈ 一 (c) 

-_]>●一 (d) 

图2 正反控制模型的5种线型 

其中，(a)为肯定控制线 ，(b)为否定控制线，(c)为 目标 

线，(d)为否定线，(e)为无关线。给定输入变量{ ，．27z，⋯， 

}，控制位集控制位 C一{麓 ，Xi2，⋯， )，目标位 T一{乃}， 

PNC门记为PNC(C~T)，其中控制位可以为负控制。 

可逆函数是输入和输出之间存在一一映射关系的逻辑函 

数，满足反函数存在的条件。 

定义3 设 位可逆函数F(x)一Y，其中输入变量集 

X一{ 1， ，⋯， )，缺省时为{0，1，⋯，2 一1}，输出 y一{ ， 

Y2，⋯， }，其反函数 G满足G(y)一X，即 G(F(X))一X。 

例如，可逆函数F=Eo，3，4，2，1，6，5，7]，其反函数为G= 

[O，4，3，1，2，6，5，7]。 

3 优化规则 

为进一步降低合成后可逆电路的代价，可通过重组、替换 

的方法对可逆电路进行优化。一个模板只能解决一个具体门 

序列的化简，而一条化简规则可解决一类门序列的约简，且不 

受输入线数的限制。通过移动规则，将可化简的门序列移动 

在一起，再利用化简规则对子序列进行约简。为了推导 Tof— 

foli门序列 的优化规则 ，本文首先给出了 PNC门的相关规 

则。 

3．1 PNC f-I移动规则 

定理 1 设可逆电路中相邻PNC门分别为A门和B门， 

A门为PNC(x~1，Xi2，⋯， 
一

1； )，B门为 PNC(x~1，而2， 

⋯

， 
一 1；乃 )。两PNC门有一相同的控制位，A门为z (p 

∈[1， 一1])，B门为z』 (qE E1， 一1])，且取值相反，即 蕊 

一 f ，则A门和B门的位置可以交换。 

A R A 

x j
q

-  

~ ’辩  
xl xi{ 

(a) (b] 

图3 PNC门移动规则 1 

证明：设A门除 、乃 外其余控制位乘积为C ，B门上 

除 ，口、Xim外其余控制位乘积为Cz，输入信息经过如图3(a) 

所示的A、B门后，得到： 

一  @ Clxj Xip (1) 

乃 一刁 0C2x／。( 0 C1Xlp．7~j ) 

一习 0C2刁。( 0 C1 JCjqxj ) 

一乃 0C2 (2) 

输入信息经过如图 3(b)所示的B、A门后，得到： 

一乃 0 Czx~scjq (3) 

一  (~C1Xip0( 0Gsc％scj。) 

一  0C1Xlp0(乃 0C2 ) 

一  0C1．Tcipxi (4) 

式(1)等价于式(4)，式(2)等价于式(3)，表明输入信息经 

过 A、B门后的输出与经过B、A门后的相等，所以A、B两门 

位置可以交换。 

定理 2 设两门A=PNC(x~1，丑2，⋯，zf埘
一

1 ZCi
m
)与 B— 

PNC(x~1，习2，⋯，而 1； )相邻，如果满足：五埘∈{≈1，妨2， 

⋯

， 
一  

)，A门控制线集是 B门控制线集的子集即{五 ，％ ， 

⋯
，．~C4

m 一  
) {刁 ，刁 ，⋯，乃 }，且两门相同控制线上同为 

正控制或同为负控制 ，则 A门和B门位置可以交换。 

量， 
证 明 ：设 A f]的 目标位 {埘是 B 门控制位 zJ ，据 a 0 6一 

O ，输人信息经过如图4(口)所示的A、B门后有： 

乃 一习 0z』2⋯乃 一

1
( 0 1⋯JCim一

1
) 

一而 0 z』2⋯乃 1(而1 0麓1⋯ 
一

1
) 

一乃 0z』2⋯乃 
一

1乃1 0 习2⋯乃 
一

1五 1⋯  
一

1 
(5) 

因为{∞1， ，⋯， 
一

1
) {乃1，而2，⋯，刁 

一

1
}且 乃1是 

A门目标位，故{ zi2，⋯， 一

1
) {zJ2，乃3，⋯，乃 }且 

相同控制位值相等，得刁 ⋯刁 ×五 ⋯‰
一  

一 O。 
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刁 一 0 2⋯zJ 一 lxi1 (6) 

将B门X 位取反得到 B ，B 目标位的输出等价于式 

(6)，输入信息经过 B 、A后的输出与经过A、B后的相等，所 

以A、B门位置可以互换，交换后 B门被A门目标位影响的 

控制位取反 。 

3．2 PNCf-I化简规则 

同类型门级联的可逆电路，控制位数越少 ，电路代价越 

小。本文在可逆电路优化中，不仅考虑门数的约简，而且考虑 

了控制位数的约简。 

如果相邻 PNC门仅在一控制位上取值相反，两门可以合 

并为一门，新得到的门中该控制位被略去[ ，如图 5所示。 

(a) (b) 

图 5 PNC门门数约简规则 1 

定义 4 图 5中，A门和B门只在一控制位上取值相反， 

称互为兄弟门。兄弟门合并后的F门定义为父门，A门和B 

门是父门F的子门。 

定理 3 父门和其子门合并为其另一子门。 

(a】 (b】 

图 6 PNC门门数约简规则 2 

证明：如图 6所示，设 F门和 B门分别为 F—PNC(z ， 

⋯ ， 一2} )，B=PNC( ．．， Xn)，则图6(a)中目标位 

的输出为： 

一而 ① z1⋯Xn一20 ,Zl⋯ 一2 一1 

=  0 2171⋯Xn一2(1 0 Xn一1) 

一磊 0zl⋯Xn一2Xn l (7) 

式(7)等价于图6(b)中目标位的输出，所以F门和B门 

可以合并为 F的另一子门A 门。 

推论 1 父门等价于其两子门，一子门等价于其父门和 

其兄弟门。 

定理 4 两 PNC门具有相同的目标位和控制位 ，且仅在 

两相同的控制位上取值相反，则两PNC门可以各减少 1位控 

制位。 

_I： 
r  

、 厂 

图7 PNC门控制位约简规则 

证明：如图7所示，设 A=PNC(xl， 2，⋯，SCn一1； )，B— 

PNC(z1，X2，⋯，岛一1； )。据推论 1，图7(a)中 B门等价于 

B 门和B2门。图7(b)中，A门和B 合并为 C门，所以A门 

变为 C门略去 ，B门变为B z略去 X2，控制位各减少一位。 
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3．3 ．I l0Ii门序列化简规则 

相较于 PNC门，Toffoli门只有正控制。本文分析归纳 

了相邻 Toffoli f-i的5种关系，给出了相应的化简和移动规 

则。 

关系1 相邻Toffoli门相同，即目标位相同，控制线集也 

相同。 

定理5 可逆电路中相邻且相同的两 Toff0li门可删除。 

A B 

1 

一  

图 8 Toffoli门删除规则 

证明：如图8所示，设电路中相邻两门均为TDF( ，z2， 

⋯，Xn～1； )，输人信息岛经过A、B门后为： = 0 1 2 
⋯  

一  0 Xz⋯Xn一 一z ，目标位输出不变，故相邻且相同的 

两门可删除。 

关系2 相邻T()ffoli门一个是父门，一个是子门，即满足 

父子关系。 

定理6 满足父子关系的相邻 Toffoli门为A一巾 F( ， 
⋯ ， 一2；而)和B—TDF( “，Zn一1；Xn)，设 B门右侧存在 

R=T0F(五 ， ⋯，五 ；岛一1)且R门控制线集是A门控制 

线集的子集，即{盈 ，z ⋯ ) { 1，z2，⋯，z 一1}，则A、B 

和R 3个门可化简为R门和子门B；如果在A门左侧存在R 

门，则 R、A和B 3个门可替换为子门B和R门。 

瓣 驽 
(aj (b] (c) 

图 9 基于关系 2的化简规则 

证明：据定理 3，图 9(a)中A门和B门合并为B 门，图 9 

(b)中B 和R门满足定理 2，交换 B 和R的位置得到图 9 

(c)所示的R和 B门。 

当R门在A门左侧时，可同理得证 。 

关系 3 A门的目标位是B门的控制位，且A门的控制 

线集是 B门控制线集的子集。 

定理7 满足关系 3的相邻 Tbff0li门为A—TDF( ， 

⋯ ， 一 2； 一1)，B—m F( 1，⋯，磊一1；z )。设在 A、B门的 

右侧存在与A相同的门，或是在A、B门的左侧存在与B相 

同的门，3个门化简后均为 中间位置 的门和 F门，F—TOF 

(z ， z，⋯， 一z；矗)，即B门除去被A门目标位影响的控制 

位 后得到的 B的父门。 

A R A R． A A B F 

揶  拜 
—  一  — 一  

(a) (b) (c) 

图 lO 基于关系 3的化简规则 1 

证明：(1)在 B门的右侧存在与A相同的门，如图 10(a) 

所示。 



 

图 10(a)中，A门和B门满足定理 2，交换位置后 ，B门变 

为B 门。图10(b)中两相邻的A门删除，据推论 1，B 门等 

价于其兄弟门 B和父门F。 

(2)在A门的左侧存在与B相同的门，如图 ll(a)所示。 

B A B A B。 B A F 

勰 — 
(a) (b) (c) 

图 l1 基于关系 3的化简规则 2 

图11(a)中，B门和A门满足定理2，交换位置后，B门变 

为B 门。图11(b)中B 门与其右侧的B门合并为B的父门 

F。 

综合(1)、(2)两种情况，化简结果均为中间位置的门和F 

门。 

关系4 相邻Toffoli门有一相同控制位。 

定理8 设满足关系4的相邻T0ff0li门为A—m F( ， 

⋯ ，Xn一1； )，B )F( 一， 一2， ； 一1)，有一相同的控 

制位 X 。如果在 B门的右侧存在与A相同的门，则B门左 

右两侧A 门中的 位可删除。 

A B A A1 A2 B A2 A1 Al B A 

瓣  
(a) (b) (c) 

图 12 基于关系 4的化简规则 

证明：据推论 1，图12(a)中A门等价于其父门At和兄 

弟门A2。图 12(b)中A2和B据定理 1交换后，两相邻Az门 

删除，得到图12(c)。可见A门中与B相同的控制位z 被删 

除。 

关系 5 设两门A—TOF(xl1，xi2，⋯， 一l；Xlm)，B— 

TOF(xj ， ，⋯ ， 
一  ；而 )相邻，满足A门目标位是B门的 

某一控制位( ∈{而1，⋯，xi 一1})，存在五 {x／ ，x／2，⋯， 

～ 1
}(pEE1，m--1])~l(xl1，xi2，⋯，xim—1) {乃l，劫2，⋯， 

而 )U{Xi。}，如图13(a)所示。将 B门控制线集除去被A 

门目标位影响的 ，增加 A的控制位 后得到的 Toffoli 

门记为 B 门。 

定理 9 对满足关系 5的两 Tbff0li门，设在 B门的右侧 

存在A，或在A门的左侧存在B，3个门化简后的结果均为中 

间位置的门和B 门；设在A门的左侧或B门的右侧存在B 

门，化简后结果均为 B门和A 门。 

证明：(1)在B门右侧存在A门。 

骚 瑟 _0一— 一 
图 13 基于关系 5的化简规则 1 

图 13(a)中父门B等价于它的两个子门B 和Bz。图13 

(b)中A门和B 门满足定理 1，A可以移动到 B 右侧 ，A门 

和Bz门满足定理 2，交换位置后B。门变为 门，两相邻的 

A门删除，得到图 13(c)。B 门和 Bs门满足定理 4，除去各 

自负控制位，得到图13(d)，其中B 是 B门的控制线集除去被 

A门目标位影响的控制位z 加上A的控制位z 得到的门。 

(2)在A门的左侧存在B。 

BI B2 A B2 B 

强 
(a) (bj ( ) (d) 

图 14 基于关系 5的化简规则 2 

图14(a)中B门等价于其两子门B 和 Bz。图 14(b)中 

A门与其左侧的Bz门满足定理 1，A门移到Bz门左侧，两相 

邻的B：门删除。A门与其左侧的B 门满足定理 2，A与B 

交换位置后B 门变为 B3，得到图14(c)。B。和B 合并为 

B ，得到图 14(d)。 

综合(1)、(2)两种情况知，化简结果均为中间位置的门和 

B 门。 

(3)在 A、B门的左侧或右侧存在 B 门。 

B’A B B’A BI B2 B’B3 B，A B A 

甄藤器 
(a) (b] (c) (dj 

图 15 基于关系5的化简规则 3 

设在 A、B门的左侧存在B 门，如图 15(a)所示 ，父门 B 

等价于B 和B2。图15(b)中A门和B 门满足定理 2，A门 

可以移到B 门右侧，但 B 门变为B3门，A门和Bz门满足 

定理 1，A门直接移到Bz门右侧。图 15(c)中，Bz门和 Bs门 

满足定理 4，除去各 自的负控制位，Bz门变为B门，B。门变为 

B 门，两相邻 B 门删除，得到图 15(d)。 

3．4 删 i门移动规则 

文献[14]中给出了Toffoli门的一种移动规则，即对于两 

相邻T0ffoli门 )F(C】，t1)和 m F(C2，t2)，如果 C1 nt2=0 

且C2nt 一0，即目标位互不影响对方的控制位，则两门的位 

置可以交换，该规则称为 Toffoli门移动规则一。 

本文根据 rl、offoli门的特点，给出了如下新的移动规则。 

定理 10 A门和 B门为父子门，子门 B比其父门A 多 
一 控制位 ，若存在门 R，且 魏 为R 门控制位，则 R门可以 

与A、B门序列互换位置。 

鸳 骜 
图 16 Toffoli门移动规则 2 

证明：据定理3，图16(a)中A门和B门合并为B1门，图 

16(b)中R和B 满足定理 1，R门和B 门的位置可以互换， 

即R门可以移到A、B门序列之后，如图16(c)所示。 

定理 11 A门和B门具有相同的目标位，除了在控制位 

．76i和X 上不同外其余控制位均相同，设A包含控制位 ，B 

包含控制位 ，如果存在R门，同时包含控制位Xi和z ，则 
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R和A、B门序列的位置可以交换。 

R A B R Al Bl A B R 

臻 — — 毡 
(aj (b) 《c) 

图17 Toffoli门移动规则 3 

证明：据定理4，图17(a)中A门和B门等价于图 17(b) 

中 A 门和 B 门。图 17(b)中，R和A 、R和 B 均满足定理 

1，所以R可以移动到A 、B 门右侧，等价于图17(c)。 

4 基于规则的可逆删 i电路优化算法 

4．1 优化算法 

根据上述一系列规则，给出了可逆 T()ff0li电路优化算 

法，该算法可用于任何基于 1 ff0li门合成算法得到的可逆电 

路。因为门的移动具有方向性，所以优化算法采用了双向扫 

描的方式。主要思想是：对门序列从左往右扫描，对门序列中 

可以移到一起的两个门，判定是否满足5种关系中的一种，如 

果满足5种关系之一，则继续检查是否存在可化简的子序列， 

如果存在就进行化简，否则根据1、offoIi门的移动规则继续向 

右扫描；向右扫描结束后，再从右往左检查。依此循环，直到 

整个可逆电路不发生变化为止。该算法同时对可逆函数及其 

反函数进行综合，然后选择两者中代价较小的电路，如果反函 

数优化后的电路代价较小，则将其电路逆序输出作为最终结 

果。可逆 Tbff0li电路优化算法如下。 

算法 1 可逆1 ffo1i电路优化算法 

输入：可逆函数 F 

输出：由 Toffoli门级联的可逆电路 

说明：GateList是存储 Toffoli门的带头结点的双向链表 

S1：从左往右化简电路 

p=GateList-- > next) 

repeat 

q= p-- > next) 

repeat 

if(p和 q满足关系 1) 

{删除 q；pl=p；p=p-->next)删除 pl；break)} 

if(p和 q满足关系 2) 

{检查电路中是否有满足定理 6的 R门存在，如果存在且可移 

动到 P门左侧或 q门右侧，则进行相应化简} 

if(p和q满足关系3) 

{检查电路中q门的右侧是否存在与 P相同的门，或在 P门的左 

侧检查是否存在与 q相同的门，若存在且可与 p、q门序列移动 

到一起，则据定理 7进行化简} 

if(p和 q满足关系 4) 

{检查q门的右侧是否存在与P门相同的门，若存在且可移到 q 

门右侧，则据定理 8进行化简) 

if(p和 q满足关系 5) 

{先检查q的右侧是否存在与P相同的门，或P门的左侧是否存 

在与q相同的门，若存在且可移动到一起，则据定理 9化简；若 

不存在，继续检查P门的左侧或q门的右侧是否存在定理9中 

的B，，若存在且可移动到一起，则进行相应化简) 

if(p门和 q门的目标位互不影响)q=q-->next) 

else 
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t2一q--> next： 

if(p和其后两门 q、t2满足本文给出的新的移动规则)q— 

t2--> next； 

elsebreak； 

until q—NULL 

p— p--> next； 

until p— NULL 

s2：从右往左化简电路； 

S3：如果 s1和 s2中电路发生变化转 s1，否则算法结束。 

4．2 性能分析 

该优化算法无需存储模板，节约了存储空间。设被优化 

的可逆电路的输入线数为 ，门数为 s，算法的时间复杂度为 

O(s3)。模板优化方法中，文献E]o，11]给出了17个具有恒等 

函数功能的模板。若G Gl⋯G卅一 是实现恒等函数的模板，则 

经过 k次循环移位后G G( +1) ⋯G( 也实现了恒等 

函数，它们均称为模板环。设电路的输入线数为 ，第 i个模 

板中的门数即模板的规模为 m ，则其中可包含 巩 个模板环， 

目前找到的最大模板规模为 9。模板优化方法所需的时间复 

杂度为0( !·∑ ·s3)，设 ≠一∑触，即所有模板环的个 

数，复杂度可近似为 0( !t S)，可见算法的运行时间不仅与 

输入线数相关，而且与模板环的个数相关，当输入线数和模板 

环数增加时，复杂度急剧增长，不利于大规模可逆电路的优 

化。 

5 实例验证及结果分析 

为验证本文提出的优化算法的正确性和有效性，首先通 

过具体实例分析了两个可逆函数的优化过程，然后在所有 3 

变量可逆函数上进行了测试，并与已有方法的结果进行了比 

较。 

5．1 实例 

例 1 可逆函数F1--[o，3，4，2，1，6，5，7]，求实现该可逆 

函数的可逆电路并优化。 

通过合成算法得到如图18(a)所示的初始可逆电路。 

A B C D E F G H I j 

： ： ‘ ． 一，’ - 
，= r L，’ r 、，一 、 ． ，一 

(a) 

C D1 E F G H I J C F D1 G J H 

．

’ 一，’ 

T L，’ r 上／1
、厂 、 ． 厂 

． 、= 一， ’ ，1、、 
＼+／ T’ ： ．L ． 

(b) (c) 

图 18 可逆函数 F1的优化过程 

图 18(a)中，B、C和D 3门满足定理 8，B门和D 门可以 

略去控制位X ，B门略去X 后与A门相同，相邻且相同的两 

A门可删除，D门变为D ，得到图 18(b)。图 18(b)中，D 、E 

和F 3门满足定理 9，F门的目标位是D 门的控制位，化简 

后的结果为F门和D 门，同时H、I和．，也满足定理 9，H门 

的目标位是J门的控制位，化简后的结果为J门和H 门，得 

到图 18(c)。电路化简后，门数减少4个，控制位减少 6位。 

F1反函数为[0，4，3，1，2，6，5，7]，经过综合算法得到如 

图 19(a)所示的可逆电路。 



 

图 19(a)中，B、C和D 3门满足定理 8，B门和D 门可以 

略去z ，得到 B 和 D1。图 19(b)中，D 、E和 F 3门满足定 

理 9，F门的目标位是 Dt门的控制位 ，化简后得 F门和 D 

门，同时H、 和J也满足定理 9，化简后得到 J和I门，如图 

19(c)所示 。图 19(c)中，D1、G和 J 3门满足定理 8，控制位 

X 可略去，化简后的3门满足定理 5，得到G和J ，如图 19 

(d)所示。优化后门数减少 3，控制位数减少 5。 

A B C D E F G H I J 

' ： 工T ． ／T、． 
! 工 

(a) 

A B．C D E F G H I J 

T ’ ‘ 、 
．  厂r、．厂卜、． 

! 

厂 工，， 

A Bl C f G J1 1 

图 19 F1反函数的优化过程 

比较可逆函数 Fl及其反函数优化后的可逆电路，前者 

少一门，所以可逆函数 F1的最终结果如图 18(c)所示。 

例2 以Benchmark例题”中的 rd32为例，函数 F2一 

[O，7，6，9，4，11，10，13，8，15，14，1，12，3，2，5]，求实现该可逆 

函数的可逆电路并优化。 

A B C D E F A D B E F 

、= ／＼ ／ r r 
工’ ＼上／ ＼ 上／T、 

z -  ’  ／ 

JI 

一， ＼ ／ 

上 ，1h、． 厂 

工 ’ ＼ 厂r、 
． 

(a】 (b] 

图 2O 可逆函数 F2的优化过程 

经过合成算法后，得到如图20(a)所示的初始可逆电路， 

其中B、c和D 3门满足定理9，D门的目标位是B门的控制 

位，化简后得 D和B，如图 2o(b)所示。 

反函数[O，11，14，13，4，15，2，1，8，3，6，5，12，7，1o，9]综 

合后得到如图 21(a)所示的可逆电路。 

图21(a)中，C、D和E 3门满足定理 6，E门和C门为父 

子门，化简后结果为 D门和C门，如图 21(b)所示。 

A B C D E A B D C 

、 

工，T、． 
；’ ’ ＼L， ’ 

▲ ． 

(a) (b) 

图 21 F2反函数的优化过程 

比较 F2及其反函数优化后的可逆电路，后者使用的门 

数少一个 ，所以对可逆函数 综合的结果为图 21(b)的逆序 

输出。 

5．2 实验结果及分析 

为了验证所提出的优化算法 的有效性，使用 C++语言 

实现了本文所描述 的算法 ，在所有 3变量可逆函数上进行了 

测试 ，对本文算法和已有算法的结果进行了比较 ，结果如表 1 

所列。前 3种方法均采用了文献[1O]中给出的合成算法，其 

中(a)是未化简时的结果，(b)是文献[10]中给出的模板匹配 

算法的结果，(c)是利用本文给出的优化算法对(a)优化后的 

结果，(d)是文献Es]基于穷举的方法给出的最优结果。所有 

方法均基于 Toffoli门进行合成和优化。 

表 1 在所有 3位可逆函数上的比较结果 

如表 1所列，在所有 3变量可逆函数 (40320个)上未化 

简时的平均门数为 7．25，所需最大门数为15。文献Elo]给出 

的基于模板匹配的结果为 6．8O，所需的最多门数为 13。本文 

在所有 3位可逆函数上的平均门数仅为 6．52，所需的最多门 

数仅为 12。可见经过本文算法优化后，所需的平均门数明显 

下降，且当门数越多时电路优化效果越显著。 

文献[5]给出的最优结果为5．87。该算法采用深度优先 

反复加深搜索方法构造最优门数的电路，虽然可以找到每一 

个可逆函数的最佳实现电路，但其扩展性较差，在综合4变量 

函数时，如果所得的最佳可逆逻辑电路的门数大于8，则平均 

需要 1．5小时[5]。文献Es]最优算法的空间复杂度为 0 

(2 !)，而本文基于转换的合成方法空间复杂度仅为 O(n2n)， 

远小于最优算法。 

此外在所有 3位可逆函数上 ，直接由合成方法生成的可 

逆电路的平均控制位数为 8．74，经过本文给出的算法优化 

后，平均控制位数下降为 7．49。 

结果表明，本文给出的优化方法不仅具有较低的时空复 

杂度，也有效减少了可逆电路的门数和控制位数，降低了构建 

可逆电路的代价。 

结束语 本文归纳了相邻Toffoli门的5种关系，给出并 

证明了Toffoli门序列的移动和化简规则，基于这些规则，给 

出了有效的可逆1、off0li电路优化算法。该优化算法无需存 

储模板等额外信息，具有较低的时间复杂度，与输入线数无 

关，具有很强的可扩展性。所有3输入可逆函数上的结果表 

’ Maslov n Reversible logic synthesis benchmarks page
． http：／／ as．uvic．ca／～dmas1ov／，2012． 
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明，该优化算法能有效地减少可逆电路的门数和控制位数，取 

得了较理想的综合结果。今后将尝试将其用于输入线数更多 

的可逆电路优化，同时也将考虑加入 Fredkin等新的门来进 
一 步降低可逆电路的代价。 
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从图3可以看出，随着网格密度指数的增加，3种解法产 

生的误差都近似指数增长。基于DST的泊松方程串行直接 

解法误差要比基于 Cholesky方法的串行解法大一个量级左 

右，这主要是由于 Dsr方法中两次 FI叮 引入的累积误差所 

致。而对于DST解法，在网格密度较大时，基于 C1IDA的并 

行版本误差明显大于串行版本，这主要是由于在并行版本中 

引入了一些累加运算，因此在维数较大的情况下，截断误差导 

致的影响会更突出。 

但是，在大多数应用中，这些误差均处于可以接受的水 

平，例如，在网格密度为(513X 513)的情况下，整个线性系统 

的方程个数已经达到了 261121个，而此时基于 CUDA的并 

行算法产生的相对误差也小于 1O～，在绝大多数的应用场景 

下，这一误差是完全可以忽略的。 

结束语 泊松方程差分离散后产生的特殊格式的块三对 

角方程组利用本文描述的基于DST的直接求解算法求解与 

利用针对一般实对称稀疏矩阵的求解算法求解相比具有明显 

优势，在利用 GPU加速后，即使在 512X512的高精度网格划 

分下，也可以在 1ms左右得到基本精确的结果，比传统的使 

用Cholesky分解的求解速度快了1000倍以上，这使得基于 

泊松方程求解的实时应用成为可能，同时，这一快速算法也可 

以大大加速基于泊松方程的科学计算应用。而且，该算法并 

不局限于泊松方程的求解，很多形式类似于式(1)的偏微分方 

程均可以离散成为类似于式(2)的形式，此时，只要其对角线 

矩阵与 A矩阵具有相同的特征向量，便可以采用本文所描 

述的算法进行求解，因此，该算法具有十分广泛的应用范 

围。 

· 38 · 

参 考 文 献 

[1] Kincaid D，Cheney w．数值分析(第三版)[M]．王国荣，等译． 

北京：机械工业出版社，2005 

[2] 罗正平．托卡马克中等离子体平衡计算 [D]．合肥：合肥工业大 

学 ，2007 

[3] Ferron J R，walker M L，Lag L L，et a1．Real time equilibrium  

reconstruction for tokamak discharge control[J]．Nucl Fusion， 

1998，38(7)：1055-1066 

[4] 廖臣，祝大军，刘盛纲．五点差分格式求解泊松方程并行算法的 

研究 EJ]．电子科技大学学报，2008，37(01)：8l 

[53 许秋燕．二维泊松方程和扩散方程的一类显式并行算法 [D]．济 

南：山东大学，2010 

[6] 苑野，杨东华．基于 IvIPI的二维泊松方程差分并行实现与测试 

口]．哈尔滨商业大学学报：自然科学版，2011(06)：854 

[7] Ryoo S，Rodrigues C I，Baghsorkhi S S，et a1．Optimization Prin- 

ciplesandApplicationPerformanceEvaluationof aMulti~ ed 

GPU Using CUDA[c]∥PpoPP’08：Proceedings of the 2008 

Acm Sigplan Sym posium  on Principles and Practice of Parallel 

Programming ．2008：73—82 

[8] Hockney R W A Fast Direct Solution of Poissons Equation U- 

sing Fourier Analysis[J]．J Acrr,，1965，12(1)：95 

[9] Buzbee B L，Golub G H，Nielson C W．Direct Methods for SOl— 

ring Poissons Equations[J]．Siam J Numer Anal，1970，7(4)： 

627 

ElO]Hillis W D，Steele G L Data Parallel Algorithms[J]．Commun 

Acm，1986，29(12)：1170-1183 

[113 Chert Y Q，Da vis T A，Hager W W，et a1．Algorithm  887： 

CHOLMOD。Supemodal Sparse Cholesky Faetorization and Up— 

date／Downdate[J]．Acm T Math Software，2008，35(3) 


