
第 40卷 第 9期 
2013年 9月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．40 No．9 

Sep 2013 

互连网络的新模型：多部群论模型 
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摘 要 互连网络是超级计算机的重要组成部分。互连网络在很大程度上决定着超级计算机的性能。在 1989年，S 

13．Akers等提出了互连网络的群论模型，据此模型设计出了星网络、冒泡排序网络等一大批网络。尤其是星网络具有 

很多很好的性能，被认为是超立方体的替代品。但它们都有一个弱点：网络规模(结点数)为n!。即随着n的增大， ! 

增速太快，使得据此网络结构设计出的超级计算机升级较为困难，即扩展性较差。在群论模型的基础上提出了互连网 

络的多部群论模型，进而，据此模型设计出( ，五)一多部星网络、( ，忌)一多部 冒泡排序网络等多种网络。并证明星网络 

是( ，1)一多部星网络，而且( ，k)-多部星网络做到了规模(结点数)增大且增幅固定、直径增大缓慢、结点度不变，即有 

很好的可扩展性，其它( ，忌)一多部网络也有类似的性能。 
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New Model for Interconnection Networks：M ultipartite Group-theoretic Model 
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Abstract An interconnection network is an important partite of a supercomputer．In 1989。s．13．Akers et al，proposed a 

group-theoretic model for interconnection networks and designed many interconnection networks，such as，star network， 

bubble sort network，etc．In particularly，star networks OWl3 many better performances than the popular n-cubes．How- 

ever，they have a weakness：the size of al1 above networks is n!，that is，n!is very speedly increasing with adding of n． 

This results in that the scalability of supercomputers built by the interconnection networks is very difficult．That is，the 

scalability of the supercomputer isn’t good．W e proposed a multipartite group-theoretic model based on the the group- 

theoretic model By this model，we designed ma ny interconnection networks，such as，( ，是)一muhipartite star networks， 

(n，k)-bubble sort networks，etc．Furthermore，we showed star network is(n，1)一multipartite star network and(n，五)一 

multipartite star networks own following better performances：the size of the network increases with fixed increment，its 

diameter increases slowly，its dgree is fixed．Other(n，忌)一multipartite networks designed here own also the perfo1TIll- 

an ces． 

Keywords Interconnection network，Star network，n-cube，(72，忌)一multipartite cayley graph，( ，五)一multipartite star net— 

work 

1 引言 

互连网络是超级计算机的重要组成部分。互连网络在很 

大程度上决定着超级计算机的性能。互连网络通常模型化为 

一 个图G一( ，E)，其中V为结点集，E为边集。结点代表处 

理机／IR务器，边代表通信链路／信道。通信就是信息按协议 

在这种网络上的传递。通信延迟由这种传递经过的边数来度 

量 。度量这种网络性能优劣的指标还有结点的度、图的直径、 

对称性、连通度／容错度、路由选择算法、结构以及可扩展性 

等，特别是，可扩展性的好坏决定着超级计算机升级的难 

易 剞。 

已有的互连网络按设计方法大致可分为 8类：1)线图方 

法，以 De Brujin网络和 Kautz网络为代表[8 7,8 ；2)笛卡儿积 

方法，以超立方体(hypercubes)、交叉立方体(crossed hyper— 

cubes)、折叠立方体(folded hypereuhes)、广义立方体(genera- 

lized hypercubes)等为代表[2'3 ；3)Cayley方法 ，以星网络 

(star networks)、冒泡排序网络(bubble sort networks)、修正 

冒泡排序网络(modified bubble sort networks)、扇网络(bub— 

ble-sort star networks)、轮网络(wheel networks)、完全对换 

网络(complete transposition networks)、超立方体 (hyper- 

cubes)和 立 方 连 通 圈 (connected-cycles cubes)等 为 代 

表[1,3,8,9,11-203；4)代数环论方法，以乙!d一网络等为代表[8 ；5) 

向量图方法，以双星网络和三角形网络为代表L】田；6)其他方 

法，以 mesh网络、金字塔网络(pyramid networks)、移位交换 
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网络(shuffl~exchange networks)等为代表口 。当然这种 

分类没有严格的界限。以上各种网络各有优缺 ~Ea,5 8]。下面 

仅对以 Cayley方法设计出的网络做说明。 

1989年，S．B．Akers B．Krishnamurthy以 Cayley图为基 

础提出了互连网络的群论模型 一 Cayley方法，提出了对换 

树的 Cayley图等概念 ，设计 出了星网络和 冒泡 排序 网络 

等 1̈j，尤其是星网络被认为是超立方体的替代品。其因具有 

很多很好的性质，而受到学术界的极大关注n’ ” 。后 

来提出了对换图的Cayley图等概念，设计出了修正 冒泡排序 

网络、轮网络、扇网络(bubble-sort star networks)和完全对换 

网络等l9 。但是 ，以上网络都有一个共同的弱点：网络规模 

(结点数)为 !，即随着 的增大， !极为迅速地增大。这给 

据此类网络设计出的超级计算机在升级时带来极大的困难。 

例如，由 ：8(结点／处理机数为 40320)升级到 一9(结点／ 

处理机数为 362880)时，必须要增加 322560个处理机，再要 

升级到 一1o，需增加的处理机数目更是大得惊人，使得升级 

变得几乎不可能。 

在本文中，为了克服上述弱点，我们在群论模型的基础上 

提出了多部群论模型，据此模型设计出了( ， )一多部星网络、 

( ，忌)多部 冒泡排序网络、( ，志)一多部修正 冒泡排序 网络、 

( ，忌)多部轮网络、( ，愚)一多部扇网络、( ，尼)一完全对换网络 

等。这些新网络都可以做到结点数增大且增幅固定、直径增 

长缓慢、结点度保持不变 ，即这些新网络具有很好的可扩展 

性。很容易知道 ，星网络等分别是相应多部网络在 意一1时的 

特殊情形。 

本文第 2节至第 8节分别描述 ( ，k)一多部 Cayley图； 

( ， )一多部星网络；( ，忌)多部冒泡排序网络 ；( ，愚)一多部修 

正冒泡排序网络；( ，走)一多部轮网络 ；(”，是)一多部扇网络；( ， 

是)一多部完全对换网络 ；最后是结束语。 

2 (，l，k)-多部Cayley图 

集合{1。2，⋯， )上的一个置换记为 i i ⋯i ：r，即r(1) 

：i1，r(2)一i2，⋯，r( )一i 。i1i2⋯i， 是 1，2，⋯， 的一个排 

列。称 iz⋯i 为 次置换。由某些 次置换构成的群称为 

次置换群。全体 次置换构成 的置换群称为 次对称群， 

记为 S 。置换 i i。⋯i 称为对换 ，如果 i 一1，i2—2，⋯，ip= 

q，⋯，i 一P，⋯⋯i= ，其中 P≠q，记为(pq)。由代数知 

识[2 知，一个 置换可分解为若干对换的乘积。若分解后 

的对换个数为偶数 ，则称该置换为偶置换 ，否则称为奇置换。 

全体 次偶置换组成的集合记为A ，全体 ，z次奇置换组成的 

集合记为 B 也构成一个置换群 ，称为 次交错群。而 

且，A 和B 中的置换个数均为 !／2。还有：A UB 一S ， 

A， n 一 ，其中， 为空集。 

我们引人记号 ： 

k为任意正整数 ； 

A 一{(g，2i)：g∈A }，i=0，1，⋯ ，忌一1； 

B H1：{(g，2i+1)：gEB， }，i=0，1，⋯ ，走一1。 

一 个简单图 G一 ，E)称为 阶对换 图，如果 V一{1，2， 
⋯

， }。集合 12G={( q)：( g)为 ”阶对换且(户，q)为对换图 

G的一条边)。由 f 生成的置换群记为 PG。 

Cayley图 F(PG，f2G)定义为： 

结点集 VP=PG； 
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边集EG={( ， )：5，t∈PG且存在对换(加)∈QG使 

S( q)=￡}。 

称为对换图G的 Cayley图。 

当G是连通图时，PG=S 且 P(PG，giG)是二部图。特 

别地，当是树时，PG= 且 P(PG， )称为对换树的 Cayley 

图。 

对任意正整数 点，任意连通对换图 G，构造 2忌部图如下： 
】 

结点集 — U(AJ UB + )； 

结点S与结点t连一边当且仅当满足如下两条： 

1)存在 i(o≤ ≤尼一1)使 S，tffA UB柑 (2i，2i±1取 

模 2k)； 

2)存在对换(pq)∈r 使下列条件之一成立： 

a)若 s一(g，2i)，则 一(g( q)，2i±1)； 

b)若 一(g，2 +1)，则 ￡一(g(户g)，2 +14-1)； 

c)若 一(g，2 一1)，则 一(g( q)，2 一1±1)。 

称为(n，走)一多部 Cayley图，记为( ，庇)一r(G)。 

引理 1[2 4l CayIey图 P(PG，fiG)在 ≥3时是最大连通 

度的。 

由此我们容易得到： 

定理 1 设对换图 G是连通图，G的结点数为 ( ≥3)，尼 

是正整数，则 

1)(n，1)多部 Cayley图( ，1)一P(G)就是对换图 G的 

Cayley图，它的结点数为 !，结点度是 G的边数，也是 2部连 

通 图。 

2)k≥2时，( ，走)多部 Cayley图( ， )一r(G)的结点数 

为 !，结点度为 G的边数 的 2倍 ；也是 2是部连通 图；也是 

Cayley图 P(V，Q)：(V，o)是群，其中， 如前所述， 上的运 

算为(gl，il) (g2，i2)一(g1g2，i +i2(mod(2志)))，生成集 

Q一{(( q)，±1)：(加)∈aG}；也是点可迁的，直径为 忌一1+ 

d，其中，d为( ，1)一r(G)的直径。 

证明：1)( ，1)一r(G)的结点集 V=A UB ，建立映射 

厂： ．+S 如下： 

a)f：A —A ，厂((g，0))一g； 

b)-厂： ，1一 ，_厂((g，1))一g。 

易知，，是图( ，1)一I、(G)到 P(S fiG)的同构。 

2)由群的定义立即可得( ， )是群，Q是它的生成集， 

到 、，的恒等映射就是(”，悫)一r(G)到 P(V，Q)的同构。 

定理 2 设对换图 G是对换树，G的结点数为 ( ≥3)， 

记为 ，k是正整数，则 

1)( ，1)一多部 Cayley图(，z，1)一r( )就是对换树 的 

Cayley图，它的结点数为 !，是 一1正则的，也是 2部连通 

图。 

2)k≥2时，( ，是)一多部 Cayley图( ，忌)r( )的结点数 

为 !，结点度为 2( 一1)倍，也是 2 部连通图，也是 Cayley 

图，也是点可迁的。 

证明：由定理 1立即可得。 

特别值得一提的是，当G不连通时，F(PG，017,)也是二部 

图，也可类似构造 2惫部对换图G的Cayley图。 

3 (咒，庀)一多部星网络 

设对换树为 个结点的星 ST ，即结点集 V(S )一{1， 

2，⋯， )，边集 E(S )一{(1， )：2≤ ≤n)，k为正整数，则称 



( ，志)一多部 Cayley图( ，尼)一r(s )为( ，忌)一多部星网络，仍 

记为(n，k)一P(ST．)。ST．的 Cayley图就是著名的星网络 

(star network) [ 。 

由定理 2及文献[1]知识得到 ： 

推论 1 1)( ，1)一r(S )就是星网络 ，它的结点数为 

!，结点度为 一1，直径为L 3( 一1)／2_『，点连通度和边连通 

度均为 一1，也是 Cayley图，也是点可迁的。 

2)忌≥0时，( ，忌)一P(S )的结点数为 kn!，结点度为 2(n 
一

1)，直径为 忌一1+L 3( 一1)／2-I，也是 Cayley图，也是点可 

迁的。 

由此推论可见 ，固定适当的 (例如 一7或 8)，随着 k的 

增大，( ，愚)一r(S )的规模(结点数)以固定的增幅( !)增 

大，但结点度 2( 一1)不变 ，直径 愚一1+L 3( 一1)／2 J以增幅 

1增大。这表明( ，是)一P(S )有很好 的可扩展性 ，克服了超 

立方体和星网络的结点度随规模(结点数)的增大而增大的弱 

点，而且具有小直径的优点。更详细的比较见表 1。表 1中 

数据表明(7，忌)一多部星网络等克服了摘要中指出的超立方 

体、星网络的弱点。 

表 1 比较 

4 (，l，忌)一多部冒泡排序网络 

设对换树为 个结点的路PB ，即结点集 (踞  )一{1， 

2，⋯， )，边集 E(PB )={(i，i+1)：1≤ ≤ 一1}；k为正整 

数，则称( ，忌)一多部 Cayley图( ，忌)-F(PB )为( ， )一多部 

冒泡排序网络，仍记为( ，忌)一P(PB．)。( ，1)一I1(PB )即为 

著名的冒泡排序网络 (bubble sort network)l1 。 

由定理2及文献[1]知识得到： 

推论2 1)( ，1)一F(PB )就是冒泡排序网络 ，它的结 

点度为 !，结点度为 一1，直径为 n(n一1)／2，点连通度为 

n--1，也是连通图，也是 Cayley图，也是点可迁的。 

2)五≥2时( ，忌)一P(PB )的结点数为 !，结点度为 2( 
一 1)，直径为 k一1+ ( 一1)／2，点连通度和边连通度均为 

2( 一1)，也是 Cayley图，也是点可迁的。 

由此可见，当忌≥2时，( ，忌)一F(PB )也有很好的可扩展 

性。 

5 (n，艮)一多部修正冒泡排序网络 

设对换图为 个结点的圈CMB ，即结点集 V(CMBo)= 

{1，2，⋯， )，边集 E(CMB．)=(( ， +1)：1≤ ≤n--1}U((1， 

)}。k为 正 整 数，则 称 ( ，k)一多 部 Cayley图 ( ，k)一P 

(CMB )为( ，愚)一多部修正冒泡排序网络，仍记为( ，忌)一r 

(CM )。当k一1时，它即为著名的修正冒泡排序网络 

M ，也称为圈图 。 

由定理 I得到： 

推论 3 I)( ，1)一多部修正冒泡排序 网络( ，1)一F 

(CMB~)就是修正冒泡排序网络 MB ，它的结点数为 !，结点 

度为 ，直径为L ／4-J，也是连通图，也是 Cay】ey图，也是点 

可迁的，点连通度和边连通度均为 。 

2)k≥2时，( ，愚)一r(CMB )的结点数为 kn!，结点度为 

2 ，直径为 忌一1+L ／4j，也是 Cayley图，也是点可迁的。 

由此可见，当五≥2时，( ， )一P(CMB．)也有很好的可扩 

展性，当 不变时，直径随 k增长缓慢。 

6 (聆，七)-多部轮网络 

设对换 图为 ( ≥ 4)个 结点的轮 图 WL ，即结点集 

V(WL )一{1，2，⋯， }，边集 E(WL )一{(1， )：2≤ i≤ }U 

{( ， +1)：2≤ ≤ 一1}U{(2， )}，k为正整数，则称( ，忌)一多 

部Cayley图( ，忌)一P(WL )为( ，忌)一多部轮网络，仍记为( ， 

忌)一r(WL )。WL 的Cayley图即为著名的轮网络 (wheel 

network)[ 。 

由定理 1得到： 

推论 4 1)( ，1)一多部轮网络( ，1)一r(WL )就是轮网 

络w ，它的结点数为 !，结点度为 2( 一1)，直径不超过 

L3( 一1)／2j，也是连通图，也是 Cayley图，也是点可迁的，点 

连通度和边连通度均为 2( —1)。 

2)k≥2时，( ，忌)-p(WL )的结点数为 !，结点度 为 

4( 一1)，直径不超过 忌一1+L3( 一1)／2 J，也是 Cayley图，也 

是点可迁的。 

由此可见，当 尼≥2时，( ，忌)一P(WL )也有很好的可扩展 

性，当 不变时，直径随k增长缓慢。 

7 ( ，k)-多部扇网络 

设对换图为 ( ≥4)个结点 的扇图 BS&，即结点集 

(BSS )一{1，2，⋯， }，边集 E(WL )一{(1， )：2≤ ≤ )U 

{( ， +1)：2≤ ≤ 一1)，k为正整数，则称( ，忌)一多部 Cayley 

图( ，意)一P(BSS．)为( ，忌)一多部轮网络，仍记为 ( ，忌)一P 

(BSS．)。BSS 的 Cayley图即为著名的 bubble-sort-star网 

络[z3]。 

由定理 1得到 ： 

推论 5 1)( ，1)一多部轮网络( ，1)-P(BSS．)就是 hub— 

ble-sort-star网络，它的结点数为 !，结点度为 2 一3，直径不 

超过L3( 一1)／2 J，也是连通图，也是 Cayley图，也是点可迁 

的，点连通度和边连通度均为 2 一3。 

2)k≥2时，( ，忌)一F(BSS．)的结点数为 如!，结点度为 4 
一 6，直径不超过 忌一1+L3( 一1)／2 j，也是 Cayley图，也是点 

可迁的。 

由此可见，当 ≥2时，( ，愚)一F(BS )也有很好的可扩 

展性，当 不变时，直径随 k增长缓慢。 

8 (，l，k)-多部完全对换网络 

设对换图为 n(n≥2)个结点 的完全图 C ，即结点集 
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V(CT,)一{1，2，⋯， }，边集 E(CT．) {( ， )：1≤ ≤ }，k 

为正整数，则称( ，矗)一多部Cayley图( ，忌)一P(CT．)为( ，矗)一 

多部完全对换网络，仍记为( ， )一P(c )。C 的 Cayley 

图即为著名 的完全 对换 网络 (complete transposition net— 

work)[93。 

由定理 1得到： 

推论 6 1)( ，1)-2部轮网络( ，1)一r(CT．)就是完全 

对换网络，它 的结点数为 n!，结点度为 n( 一1)／2，直径为 

7l～1，也是连通图，也是 Cayley图，也是点可迁的，点连通度 

和边连通度均为 ( 一1)／2。 

2)k~2时，( ，忌)一P(cro)的结点数为 砌 !，结点度为 n(n 
一 1)，直径为 +愚一2，也是 Cayley图，也是点可迁的。 

由此可见，当五≥2时，( ，忌)一P(CT．)也有很好的可扩展 

性 ，当 不变时，直径随 k增长缓慢。 

结束语 对超级计算机的发展来讲，互连网络的设计是 
一 个永恒的主题。因为互连网络的性能指标之间存在着矛 

盾，例如，小的结点度和高的连通度(容错性)之间总是一对矛 

盾，这为互连网络的设计提供了广阔的空间。在本文中，我们 

提出了互连网络的( ，忌)一多部 Cayley图模型 ，设计出了多种 

互连网络，并讨论 了它们的基本性质，证明它们有很好的可扩 

展性。它们的其他性能有待进一步的研究。 
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