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摘 要 基于不确定性决策问题，提 出一种 D型概率决策形式背景 ，并针对 D型概率决策形式背景定义“△”算子，获 

得概率形式概念，构造相应的概念格。又定义 了D型概率决策形式背景的协调性，在协调的背景上进行规则获取。 

进一步，剔除冗余规则，简化规则集。最后，给出概率概念格生成及规则获取算法，以便于计算机的实现。 
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Abstract Based on uncertai’nty decision problems，D-type probabilistic decision formal context was proposed．On this 

probabilistic decision formal context，a new operator“△”was defined，the probabilistic concepts were obtained and the 

corresponding concept lattice was constructed．Then we defined the consistence of D-type probability decision formal 

context and studied the rule acquisition on the consistent D-type probability decision formal context．Furtherm ore，by 

eliminating the redundant rules，the rules were simplified．Finally，the algorithms for generating the probability concept 

lattice and acquiring the decision rules were presented． 
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1 引言 

随着科技的飞速发展，大数据时代已经到来 ，如何更加方 

便、快速地从海量数据中筛选出有用的知识 ，一直是人们努力 

的方向。知识发现是从数据集中识别正确、新颖、有潜在应用 

价值以及最终可为人们理解的模式的过程l1]。形式概念分析 

由德国数学家Wille R 教授l2 于 1982年提出，是一种重要、 

有效的知识发现方法，它的两个重要内容是形式背景和形式 

概念。形式背景表征了对象和属性之间的二元关系，基于该 

二元关系，可以生成形式概念 。由一个形式背景的所有形式 

概念和它们之间的泛化一特化关系能够得到一个完备格，称为 

概念格。到目前为止，国内外学者对形式概念分析理论已经 

开展了多角度 、深层次的研究 ，主要有概念格的构造[3 ]、概念 

格模型的推广[ 、概念格的约简[。 ]、概念格的规则提取[ ” 

以及概念格的应用l1 ” 等。 

除了研究一般意义上的形式背景，张文修、魏玲提出用概 

念格理论研究决策形式背景E6]。李金海等研究了基于概念格 

的决策形式背景属性约简及规则提取问题l9]。此外，也有各 

种扩展决策形式背景不断被提 出，例如：模糊决策形式背景、 

实值决策形式背景、不完备决策形式背景、随机决策形式背景 

等_l。。 。在不同的决策形式背景下 ，概念格构造、规则提取、 

属性约简都是研究的热点问题l_1 。。 。 

在实际生活中，对象与决策属性之间的关系有时会带有 

一 定的不确定性，例如在医学中，医生给病人诊病时是根据病 

人的临床表现来判断病人是否患了某种疾病，而临床表现与 

疾病的发生之间并不是完全确定的关系。如果利用概率表示 

这种不确定性，那么这样的决策形式背景就是本文提出的 D 

型概率决策形式背景。本文借助概念格理论知识，在 D型概 

率决策形式背景上定义“△”算子，获得概率形式概念 ，并构造 

相应的概念格。又利用包含度的概念，定义 D型概率决策形 

式背景的协调性，在协调的背景上获取决策规则。考虑到在 

一 般实际应用中，概率概念格规模较大，获取的规则较多，可 

能会产生冗余规则，因此通过剔除冗余规则，使规则集更加简 

洁、紧凑。最后 ，本文给出了概率概念格生成及决策规则获取 

算法，以便于计算机实现。 

2 相关概念 

2．1 形式概念分析相关概念 

定义 1[1 9] 称(U，A，D为一个形式背景，其中 U— ， 

一

， }为对象集，称每个 丑( ≤ )为一个对象；非空集合 

A一{口 ，a 一，a }为属性集，称每个 n，( ≤ )为一个属性；J 

为 U到A上的二元关系，j U A。 
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在形式背景(己，，A，J)中，若(1T，n)∈J，则称对象 具有属 

性a，记为xIa，用 1表示 ,rIa，用 0表示 Ia。这样 ，形式背景 

就可以表示为只有 0和 1的表格。 

定义 2C 设(【，，A，J)为一个形式背景，在对象集 X 

己，和属性集B 三A上分别定义运算： 

X 一{aIa∈A，V ∈X，( ，口)∈J} 

B 一{ { ∈U，Vn∈B，( ，口)∈，} 

其中，X 表示 x中所有对象共同具有 的属性集合，B 表示 

具有 B中所有属性的对象集合。 

根据定义 2可得形式概念的定义。 

定义 3E”] 设在形式背景(U，A，D上，如果一个二元组 

(X，B)满足 X 一B且X=B ，则称(X，B)是一个形式概念， 

简称概念。其中，X称为概念的外延，B称为概念的内涵。 

用 L(U，A，J)表示形式背景(U，A， )的全体概念 ，(X ， 

B1)，(Xz，B2)∈L(U，A，D，记 (Xl，B1)≤ (X2，B2)甘Xl Xz 

(∞B。 B2)，则“≤”是 L(【，，A，j)上的偏序关系。并且(X ， 

B1)̂ (X2，B2)=(X1 n X2，(Bl UB2) )，(Xl，B1)V(Xz， 

B2)一((Xl UX2)一 ，B nBz)也是概念，从而L(U，A，J)是完 

备格 ，也是概念格 。 

为了与后文的概率概念格区别，本文称上述概念格为经 

典概念格。 

当属性集中包含条件属性和决策属性两类属性时，称这 

样的形式背景为决策形式背景。 

定义 4E。。 设(U，A，D与(U，C，J)是两个形式背景，有 

相同的论域，则称(U，A，j，C，J)为决策形式背景，称 L(U，A， 

J)为条件概念格 ，称 L(U，C，J)为决策概念格。 

定义 5C。。 设 L(U，A1，J1)和 L(U，A2，J2)是两个概念 

格，如果 V(Xl，B1)∈L(U，A1，J。)，j(X2，B2)∈L(U，A2， 

J2)，使得 X1 X2，则称 L(U，A1，J1)细于 L(U，A2，J2)，记作 

L(U，A1，J1)≤L(U，A2，J2)。如果 L(U，A1，j1)≤L(U，A2， 

J2)且 L(U，A2，f2)≤L(U，A1，J1)，那么两个概念格同构，记 

作 L(U，A1，J1) L(U，A2，J2)。 

2．2 包含度 

在某些情况下，集合之间不再是包含关系，而是满足某种 

包含程度 ，称这种包含程度为包含度。 

定义 6E 设 U为有限论域，对于任意 X，y(三U，称D(yf 

X)为包含度，若满足以下条件： 

(1)0≤D(yI X)≤1； 

(2)当 X y时，D(YlX)一1； 

(3)当 X 三Z时 ，D(XlZ)≤D(Xly)。 

显然 ，D(YI X)一 是一个包含度 。 

3 D型概率决策形式背景 

在实际生活中，有时会 出现对象与条件属性之间的关系 

是确定的，但与决策属性之间的关系带有一定的不确定性 ，比 

如，医生根据病人有“流鼻涕”这一症状判断病人患感冒的概 

率为 0．7，而并不能确定一定患感冒。如果利用概率表示这 

种不确定性，那么称这样的决策形式背景是D型概率决策形 

式背景。本节针对 D型概率决策形式背景定义“△”算子，获 

得概率形式概念，并构造相应的概念格。 

3．1 D型概率决策形式背景定义 

定义 7 称(U，A，J，D，J)是一个 D型概率决策形式背 

景，其中U一{．27 ， ，⋯， }为对象集，称每个 ( ≤ )为一 

个对象 ；A一{a ，nz，⋯，am}为条件属性集 ，称每个 (J≤m) 

为一个条件属性 ；J为U到A 上的二元关系，若( ，a)∈J，则 

称对象 具有属性a，用 1表示，否则，称对象 z不具有属性 

a，用 0表示；D一{d ，dz，⋯， )为决策属性集，称每个 

(￡≤志)为一个决策属性；J为 己，到 D上的关系集，J一{dt： 

+ [o，1]}(z≤忌)，d ( )一 ∈[o，1]表示对象 具有决策 

属性d z的概率为P。 

例 1 设(U，A，，，D，．厂)是一个 D型概率决策形式背景， 

如表 1所列。其中，对象集 U一{ ， z， 。，X4}表示 4位病 

患，条件属性集 A一{a ，口z，as}表示 3种临床症状，决策属性 

集 D一{d ，d }表示 2种疾病(各决策属性并非全部可能的决 

策结果，且无法保证相互之间的独立性 ，因此每行概率之和不 

一 定为 1)。 

表 1 D型概率决策形式背景(U，A，J，D，．厂) 

! 
,T1 1 1 0 0 7 0 2 

． 2 0 1 1 0 1 0．6 

3C3 1 0 1 0．5 0 9 

d 0 1 0 0．1 0．3 

其中，d (3c )一0．7表示病患 患疾病 的概率为0．7。 

3．2 概率形式概念 

在实际生活中存在这种情况：有些事情出现的结果只有 

达到一定程度时，才能够引起人们的重视。例如在医学中，如 

果根据食欲增大这一症状判断病人患甲亢的概率为 0．8，则 

病人需要及时进行相关的检查与治疗；如果根据该症状判断 

患甲亢的概率仅为 0．1，则基本可以排除患此病。因此，不妨 

设一个参考值a，只关注决策值超过参数 a的情况。 

根据定义 7，定义“△”运算如下。 

定义 8 设(U，A，J，D，J)是一个 D型概率决策形式背 

景，x 己，，B A，c D，a∈Eo，1]是参数。在对象集 x和属 

性集 BUC AUD上分别定义“△”运算 ： 

XA一{ {d )l {d1)∈AUD，V：rEX，( ，口)∈J且d z 

( )≥a} 

(BUC)△一{zl ∈U，VdU{df)∈BUC，( ， )∈j} 

定义9 设(U，A，J，D，J)是一个 D型概率决策形式背 

景，对一个二元组(X，BUC)，如果满足 XA—BUC且(BU 

C)△一X，则称(X，BUC)是一个概率形式概念，简称概率概 

念。X称为概率概念的外延，BUC称为概率概念的内涵 ，其 

中B称为条件内涵，C称为决策内涵。 

记 L(U，A，J，D，J)表示形式背景(U，A，j，D，J)上的全 

体概率概念。 

性质 1 设(己，，A，，，D，J)是一个 D型概率决策形式背 

景，V X，X ，X2 U，BUG，B-UC-，B2U C2 AUD，以下性质 

成立 ： 
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(1)X1 Xz Xz△ X1△，B1 U Cl B2 U Cz (B2U 

C2)△ (B1UC1)△； 

(2)X 三) △，BUC 三(BUC)△△； 

(3)Xzz一) △△，(BUC)△一(BUC)△△△； 

(4)XC(BUC)△甘BUC X△； 

(5)(X1 U X2)△一X1△nX2△，(C1 U c2)△一C1△F1 c2△； 

(6)(Xl nXz)△ X1△U X2△，(C1 nCz)△ Cl△U c2△； 

(7)(X△△，X△)和 ((BUC)△，(BUC)△△)都是 概率 

概念。 

证明：(1)与(2)显然成立。 

由(1)和(2)可以证明X △△cXA，再令 XA代替 X，则由 

(2)可以证明 X△ X△△△，于是 X 一XA△△，(3)即证。同理 

可证 (4)一(7)。 

例 2(续例 1) 不妨取 a=0．5，由定义 8和定义 9有：{ ， 

X3}△一{aU{ }}aU{dt}∈AUD，V r∈{ ，,T3}，( ，n)∈j且 

( )≥a}一{(13Udz}，{如Ud2)△一{l rI ∈U，VaU{d }∈{a3U 

d2}，( ，n)∈j}一{．_，2， 3}，于是( 2_t，3，口3Ud2)是一个概率概 

念。所有概率概念为 L(U，A，j，D，J)一{(U， U )，( 1， 

n1a2Ud1)，( 2，口2口3Udz)，(-1，3，ala3Udld2)，( l 3，alUd1)， 

(．r2，r3，n3Udz)，(．_f1 2 ’4，a2U D)，(D，AUD))。 

3．3 概率概念格 

定义 10 设 (U，A，J，D，．厂)是一个 D型概率决策形式背 

景，X ，X2 U，B U c1，B2U C2 AUD，如果(X ，B UC )≤ 

(Xz，B2U C2) Xl Xz(学BlUc1 B2Uc2)，则“≤”是 L(U， 

A，，，D，J)上的概率偏序关系。 

定义 11 设(X ，B Uc1)，(X2，B U C2)是 D型概率决策 

形式背景(U，A，J，D，J)上的两个概率概念 ，如果 (X ，B-U 

C1)≤(Xz，BzU C2)，且二者之间不存在其他概率概念( ， 

UG)，满足(X ，B1Uc1)≤(X3，B。UG)≤(xz，B2Ucz)， 

则称(X ，B Uc1)是(x2，BzUCz)的子节点，(xz，B2UCz)是 

(X-，B UC )的父节点。 

定理 1 若(x1，B U C】)，(xz， U C2)是 D型概率决策形 

式背景(U，A，I，D，J)上的两个概率概念，则(X1，B U C’1)̂  

(xz，BzU c2)一(Xlnxz，((B1Uc1)U(B2Ucz))△△)和(x1， 

BlUc1)V(xz，B2U C )一((Xl U Xz)△△，(B1U C1)n(B2U 

Cz))也是概率概念，从而 L(U，A，j，D，J)是完备格，也是概 

率概念格 。 

证明：由(X1，B U C1)，( ，BzU c2)是概率概念，有Xl△一 

B1UC1，xz△一B2UC2，(B1Uc1)△一X1，(B2Uc2)△：x2。又 

由性质 1(5)有，(X1 n x2)△一((BlUC1)△n(B2U c2)△)△， 

((B1U c1)U(B2U C2))△△△一((B Uc1)U(B2Uc2))△一 

一  (x,x，r r~ ,a3 ) (U ) (U ) 
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将决策d (z≤忌)的值域[O，1]做如下划分：{[O，a ] 

(m，a2 ，⋯，(Olt，Ctt+1] ⋯，(a ，1]d，}。基于这种划分，定 

义U上关于决策 d 的等价关系 R 一{( ， ，)l ( )， 

(而)∈(∞，Olt+1 }。VC D，记 R — n Rd，，显然 尺c也 
dlEC 

是 U上的等价关系。 

记 L。(U，A， )=L(U，A，J)＼{(U， )，(D，A)}，L0(【，，A， 

，D，J)= L(U，A，J，D，J)＼{(U，D U C)，(D， 

A UD)}，O D。 

定义 12 设(己，，A，J，D，．厂)是一个 D型概率决策形式背 

景，C D，a∈Eo，1]。对于 工叼(U，A，，)中任意一个外延 X，在决 

~ U／Rc中存在一个等价类Y，使 D(YI x)一 ≥ 
l I 

a，则称(U，A，f，D，J)是 a协调的D型概率决策背景。 

例 4(续例 1) 根据定义 2和定义 3得，L口(U，A，，)一 

{(ccl，aln2)，(x2，口2n3)，( 3，n1n3)，(z1_z3，n1)，( 2 3，盘3)， 

( 1 2 4，口2)}。 

对决策 (z≤2)的值域[0，1]做如下划分，d ：{[0，0．3]， 

(O．3，o．5]，(O．5，o．83，(o．8，1])，d2：{[o，0．3]，(o．3，o．4]， 

(O．4，0．7]，(O．7，1]}。相应的决策划分为：U／Rd 一{ ， 

2 4 ， 3}，U／尺如一{ 1Iz4， 2， 3}，U／RD—U／R nU／Ra，一 

{-zl，-z2， 3， 4}。 

取a=0．5，对 L0(U，A，D的每个元素(X，B)计算包含 

度 ：D( 1 I 1)：1，D(z2z4 l z2)一1，D( 3 l z3)一1，D(Xl l 

1 3)=0．5，D(z2 Iz2 3)=0．5，D(z2 4 Izl 2z4)一0．67。 

显然，包含度都大于或等于 o．5。因此，(己，，A， ，D，J)是 

一 个a协调的 D型概率决策背景。 

4．2 口协调 D型概率决策背景下的规则获取 

在张文修等人[6删 提出决策形式背景后，许多学者基于 

决策形式背景研究规则的提取。魏玲 解决了强协调决策形 

式背景中的规则提取问题。 

如 3．2节所述，生活中有这种情况：只有当某种结果出现 

的概率超过参数口时，这个结果才会引起人们的重视。从乐 

观角度出发 ，人们会更倾向于关注出现这个结果的最小可能 

性是多大。例如，医生根据临床症状判断病人患甲亢的概率 

已经超过a，如果病患是乐观者，则会更关心 自己患甲亢的最 

小概率是多少。本节从乐观心态 出发，提出如何获取概率决 

策规则。 

定义 13 在 协调的 D型概率决策背景(U，A，J，D，-厂) 

中，V(X，B UC)∈L(U，A，J，D，J)，Do一{dz( )}，Pf—rain 

{d ( )I ∈X}，{dz}一C，称 ： 

“If B．then Do” 

是概率决策规则 ，记作“B_+D0”。 

记 Q(A)={B—Do l(X，B UC)∈L(U，A，J，D，J)}是所 

有概率决策规则的集合。 

在如上定义中，{d }=C。由概率概念定义知 C一{ l 

(X)≥a}，即只保留决策值 d (X)≥a的决策属性。决策结果 

d 的概率值P 是在大于或等于参数a的前提下 ，取概率的最 

小值。 

需要提及的是，既然可以从乐观心态人手，同样也可以从 

悲观心态人手 ，即关注出现某个结果的最大可能性 ，则在获取 

决策规则时 ，pl~max{dt( )l ∈X}。这两种规则获取方法 

源于两种不同心态，仅是概率值取法不同，其余皆相同。因此 

本文仅使用最小概率方法提取规则 ，最大概率方法与此类似。 

例 5(续例 1) 概率概念格 L(U，A，J，D，J)见例 2，a一 

0．5，则 L (U，A，J，D，J)一{( l，口1口2 U d1)，( 2，n2a3 U 

d2)，( 3，院1口3 U dld2)，(1zl-z3，a1 U d1)，( 2 3，n3 U d2)， 

( 1 2 4，＆2 UD)}。 

对于 L(U，A， ，D，，)中的所有概念，逐一计算 D0。 

(3c1，a1a2 Ud1)：p=mind1( 1)：O．7，Do一{dl(0．7)}； 

( 2，a2a3 Udz)：p=mind2( 2)=O．6，Do一{d2(O．6)}； 

(x3，ala3 Udld2)：P1一n1in (xa)一0．5， =min (国)一 

0．9，Do一{dl(0．5)，dz(O．9))； 

( 12C3，a1 U d1)：P—min{d1( 1)，d1( 3)}一rain{0．7， 

0．5}一O．5，Do一{d1(0．5)}； 

( 2z3，n3 Udz)：P—min{ (Iz2)，dz( 3)}一rain{0．6， 

0．9}一O．6，Do一 {d2(O．6)}； 

( l 2 4，口2 U )：Do— 。 

因此，共得到 5条概率决策规则： 

r1：ma2—}{d1(O．7))； 

r2：n2n3一 {d2(0．6)}； 

：n1n3÷ {d1(0．5)，d2(O．9))； 

r4：口l一 {dl(0．5)}； 

T"5：口3 { 2(0．6))。 

分析以上 5条规则，得出以下结论： 

(1)当病人具有症状 a 时，患疾病 d 的最小概率为 0．5， 

因此要警惕是否患疾病 d ； 

(2)当病人具有症状as时，患疾病dz的最小概率为 0．6， 

因此要警惕是否患疾病 dz； 

(3)症状 az不能作为判断是否患有疾病 d 和 dz的重要 

依据。 

在例 5中共得到 5条决策规则，比较规则 r2和 r5发现， 

这两条规则有相同的决策结果，但规则 ／'5的属性比r2少，即 

规则 r5用较少的属性得到 了与 r2相 同的决策结果。换言 

之，规则 r2能够被更简洁的规则 ／'5替代 ，称这种能被替代的 

决策规则为冗余规则，其定义如下。 

定义 14 设 ( ，A， ，D，J)是一个 口协调的 D型概率决 

策背景，规则集为 Q(A)。如果 VB 一D0 ∈Q(A)， ／3"一 

Do ∈Q(A)＼{B 一 }，都有 B 且D。 一Do ，则称决策 

规则 一D0 能够蕴含决策规则B 一D0 ，记这种蕴含关系为 

一Do B 一Do ，并称决策规则 B 一 是 fl(A)中的冗余 

规则。记 Q(A)中所 有非冗 余 决策规 则组 成 的集 合为 

Q (A)。 

显然 ，由例 5有 Q (A)一{n北 )。 

在 a协调的 D型概率决策背景中，冗余规则都能被非冗 

余规则蕴含。非冗余规则相比冗余规则来说，前者能用较少 

的属性得到与冗余规则相同的决策结果。因此，可以通过剔 

除冗余规则和简化规则集，更加快速、省时地获得信息。 
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5 概率概念格生成、规则获取算法 

根据第 3节、第 4节的定义及定理 ，设计概率概念格生 

成、规则获取算法 ，如算法 1、算法 2所示 。 

算法 1 概率概念格生成算法 

输入：D型概率决策形式背景(u，A，I，D，J) 

输出：该 D型概率决策形式背景的概率概念格 L(U，A，I，D，J) 

stepl 找到所有概率概念 

step1．1 输入D型概率决策形式背景(U，A，I，D，J) 

step1．2 令 M—p(U)，N—lMl 

step1．3 令 i一0，j一1，k一1，L(U，A，1，D，J)一D 

step1．4 令Xi=Mk， U 一Xf 

step1．5 i++，令 Xi一(B UC3)△ 

step1．6 如果xi—xi一1，则(Xi，B Uci)是概率概念，令 L(u，A， 

I，D，J)一L(U，A，I，D，J)U{(Xi，Bj U ))，转 step1．9； 

否则，转 step1．7 

step1．7 j++，令 UC3一x 

step1．8 如果 UC3一Bi一1 UCi一1，则(Xi， U )是概率概念， 

令 L(U，A，I，D，J)一I (U，A，I，D，J)U{(Xi，Bj UCi))， 

转 step1．9；否则，转 step1．5 

step1．9 如果 k≥N，停止，输出 L(U，A，I，D，J)；否则 k++， 

j++，i++，转 step1．4 

step2 根据定义 1l构造根节点和末梢节点，再确定其他概念的前驱 

和后继关系，构造概率概念格 I (U，A，I，D，J) 

算法 2 规则获取算法 

输入：a协调的D型概率决策背景(U，A，I，D，J)的概率概念格 L(U， 

A，I，D，J) 

输出：该 D型概率决策形式背景所有规则的集合 n(A) 

stepl 输入 a协调的 D型概率决策背景(U，A，I，D，J)的概率概念格 

L(U 。A，I．D，1) 

step2 

step3 

p4 

p5 

p6 

令 Lo(U，A，I，D，J)一L(U，A，I，D，J)＼{(U，O UC)，(O，A U 

D)) 

令 l—I 。(U，A，I，D，J)，Z一【lI 

今 k一1，n(A)一0 

根据定义 13，对 lk计算 I)n 

根据定义 13，得到规则“B—I)o”，令 Q(A)一Q(A)U{B—Do) 

step7 如果 k≥Z，停止，输出Q(A)；否则 k++，转 step5 

结束语 本文针对生活中存在决策属性取值的不确定性 

这一现象 ，提出 D型概率决策形式背景，获得概率形式概念， 

构造概率概念格 ，并在 a协调的D型概率决策背景上进行规 

则获取。考虑到实际应用中存在大量冗余规则，进而通过剔 

除冗余规则 ，使规则集更加简洁、紧凑。最后 ，本文给出了概 

率概念格生成 、决策规则获取的算法 ，以利于计算机实现。在 

本文的研究基础上，还可以通过寻找辨识矩阵，定义保持规则 

集不变的属性约简。除此之外，参数 a如何取值也是有待解 

决的问题 。 
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