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面向平面几何命题理解的融合算法研究 
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摘 要 随着初等几何命题可视化机器证明的发展，如何让几何教学辅助软件能够直接理解几何命题的含义，自动生 

成对应的几何图形并进行推理证明，成为当前研究的一个新问题。现有的几何命题理解方法虽然在一定程度上实现 

了几何命题向形式化命令的转化，但是这些方法均没有考虑几何命题中分句间的逻辑关系，无法解决分句间形式化命 

令的冗余和冲突问题，导致后期 自动作图和推理的准确率不高。针对这一问题，在前期工作的基础上提出了一个几何 

命题分句间形式化命令融合算法，并将该融合算法集成应用于已有的自然语言几何作图接口进行实验论证。结果显 

示，几何命题分句间形式化命令融合算法将自然语言几何作图的准确率从原来的84．17 提高到了91．67 ，能够有 

效提高几何命题理解的准确性。 
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Abstract As the development of machine proof technology，hoW to ma ke the existing geometry instructiona1 softwares 

to understand the latent semantics of the geometry proposition，automatically generate the figure and give out the rea- 

soning process，is becoming a new challenge．Although the existing methods can transfornl the geometry proposition in- 

to figure or other ma chine-readable fOITflS to a certain extent，they do not consider the dependent relationship between 

simple clauses，SO they can not avoid the redundancies and inconsistence between construction commands of adjacent 

simple clauses．To resolve this problem，this paper proposed a merging algorithm，and further integrated the merging al— 

gorithrn into exist natural language interface for automatic geomet~ construction to verify its effectiveness．The experi— 

ment results suggest that the merging algorithm  can enhance the accuracy of automatic geometry construction from 

84．17 to 91．67 ，and can improve the accuracy of geometry propo sition understan ding． 

Keywords Geometry proposition，Merging algorithm ，Geometry construction，Natura11anguage 

1 引言 

近年来，初等几何命题机器证明技术的逐渐成熟，特别是 

可视化机器证明的实现，使得这一技术被越来越多的几何教 

学辅助软件所采用，如 ∞ C、Geoproof、超级画板等。这些 

几何教学辅助软件都需要用户首先理解几何命题的含义，然 

后利用软件的绘图工具手动做出几何图形并设置相关的参 

数，为之后的机器证明提供所需的形式化参量。如果能让计 

算机直接理解几何命题的含义，自动给出对应的几何图形和 

证明过程，必将极大地改善几何教学辅助软件的人机交互。 

虽然早在2O世纪 90年代就已经有人从事自然语言几何 

作图的研究[1]，但是这种自然语言几何作图方法需要用户详 

细地描述每一个作图步骤，依然需要用户首先理解几何命题 

的含义并用自然语言描述作图的过程。几何命题不同于描述 

作图过程的自然语言，它采用简洁无歧义的自然语言描述一 

幅几何图形中的几何元素、元素属性以及元素间的几何关系。 

也就是说，几何命题只是描述了一幅几何图形的性质，并没有 

说明如何作出这幅几何图形。要让计算机根据几何命题直接 

生成对应的几何图形和证明过程，必须对几何命题进行深层 

次的理解分析。为此，佘莉等人在总结几何命题 的语言特点 

基础上，首先研究了几何命题的中文分词技术_2]。此后，他们 

还进一步通过浅层句法分析提取句子中的谓语中心词来构造 

语模，利用语模匹配将几何命题映射为形式化的作图命令，初 

步实现了几何命题直接作图_3 ；石磊等人则在构建的几何知 

识库基础上，对几何命题进行词法、句法、语义分析，将自然语 

言表述的几何命题转化为辅导专家系统能够理解的形式化语 
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言I4]。刘清堂等人结合已有几何作图软件的需求，分别提出 

了基于本体匹配和基于规则匹配的几何命题理解，实现了几 

何命题到形式化命令的转化[5 ]。这些方法在一定程度上实 

现了几何命题向形式化语言的转化，但是，已有研究没有考虑 

几何命题中分句间的逻辑依存关系，将几何命题中的每个分 

句进行单独处理，无法解决分句间形式化命令的冗余和逻辑 

冲突，严重影响了后期作图和推理的准确率。 

针对这一问题，本文总结了几何命题分句间形式化命令 

冲突的类别和特点，提出了一种分句间形式化命令融合算法 

并进行了实验验证。本文第 2节简要介绍了形式化作图命令 

和几何命题到形式化作图命令的转化过程；第 3节分析了几 

何命题分句间形式化命令的冲突问题，并给出了分句间形式 

化命令融合算法；第 4节是实验设计和结果分析，验证了融合 

算法的有效性；最后，对全文进行了总结，并展望了下一步的 

研究方向。 

2 几何命题理解模型 

几何命题理解就是要将自然语言描述的几何命题转化为 

计算机可以理解的构造型几何命题。构造型几何命题的特点 

是用关于直线和圆的作图语句描述一幅几何图形[g]。因此， 

几何命题理解的关键在于几何元素、元素属性和元素关系的 

识别。几何命题理解模型主要包括 4个组成部分：预处理组 

件、浅层语言处理组件、几何关系模式提取与匹配组件、几何 

作图命令融合组件，如图 1所示。 

几何命题[ 苎兰 ，卜． 
1规范化几 
l何命题 

：二==： ，————L—一 、 

通用词典 卜———叫 浅层语言处理 卜_ 
— ． ． ． ． — ． ．  

、 
— — — — — — — —  — — — — — — _-／ 

1分词后的命 
I题简单句 

几何关系 L—．一儿俐 曩取 垄垄生 J 竖 

I简单句的作 
图命令序列 

几 命 
令序列 ＼ 卜田叩 暇。J 

几何符号映射库 

几何分词词典 

前，中文分词技术已经相对成熟，如中科院的分词系统 ICT— 

CLAS，分词精度达到98．345％。虽然中科院的ICTCLAS通 

用分词精度很高，但是对于专业词汇的识别效果却并不好，如 

ICTCLAS不能识别出“对顶角”、“对边”等几何概念 。为此 ， 

还需要一个平面几何学词典作为 ICTCLAS的用户词典，以 

提高分词的准确率。 

(3)几何关系模式提取与匹配。几何关系模式的提取与 

匹配是几何命题理解的难点和关键，其具体的过程包括两步： 

首先识别出命题简单句中的几何元素和关系特征词，形成几 

何关系模式；然后将识别出的几何关系模式与关系模式库中 

的关系模式进行匹配。为简单起见，我们要求用户必须用大 

写字母显示声明每一个几何元素，因此，几何元素及其类型的 

识别相对变得简单，只需要使用正则表达式就可以获取每个 

几何元素的字母表示，字母前的那个词语就是对应的几何元 

素类型。对几何关系特征词的识别，本文采用简化的处理方 

法，即将除了字母以外的所有词语都作为候选的关系特征词。 

几何关系模式匹配将识别出的几何关系模式与模式库中的关 

系模式进行匹配。如果匹配成功，就输出命题简单句对应的 

几何作图命令序列。具体的模式匹配算法在文献I-s]中有详 

细介绍，这里不再赘述。 

(4)几何作图命令融合。经过几何关系模式匹配后，每一 

个几何命题简单句被转换为对应的作图命令子集，但是，这种 

转化将每一个命题简单句作为相互独立的个体进行处理，没 

有考虑分句间的逻辑关系。如果不考虑简单句间的逻辑关 

系，直接将每个命题简单句的作图命令子集按照命题简单句 

的先后顺序合并后输出，就会导致分句的作图命令间产生冗 

余冲突、顺序冲突，从而甚至语义冲突。因此，在对几何命题 

中所有简单句进行转换后，必须使用一定的作图命令融合算 

法来消除冲突，从而得出最后的作图命令结果。 

3 平面几何作图命令的融合 

图 1 几何命题理解模型 

(1)预处理。用户输入的几何命题中往往包含了一些几 

何符号和格式信息，为了提高后期处理的准确性，预处理组件 

将用户输入的几何命题进行必要的清洗和检查，并转换为规 

范化的几何命题。具体包括：将全角输入的英文字母和标点 

符号转化为半角状态下的符号，并将标点符号进一步转化为 

英文状态下的符号；使用几何符号映射库将有特殊含义的几 

何符号转化为对应的中文表述。如“ ”转换为“角”，“∥”转 

换为“平行”等；去掉命题简单句中的格式信息，如空格、换行 

符等。 

(2)浅层语言处理。一个几何命题由多个命题简单句构 

成，浅层语言处理组件将规范化的几何命题分割为一个个的 

简单句，并对每个简单句采用一定的分词算法进行分词处理。 

分句处理主要是依据标点符号将几何命题分割为一个个命题 

简单句。分词是将命题简单句进一步分割为一个个具有独立 

意义的词汇。中文的词与词之间不同于英文，没有明显的空 

格作为分隔符，因此 ，需要使用一定的方法进行词语切分。目 

3．1 作图命令冲突分析 

将几何命题简单句转化为作图命令时，没有考虑简单句 

间的逻辑依存关系，因此，会导致简单句间的作图命令可能存 

在冲突。本文通过对大量几何命题的构造形式进行分析，总 

结出几何命题中简单句的作图命令间主要存在以下 3种冲 

突。 

(1)冗余冲突。冗余冲突主要是指命题中后面的简单句 

的作图命令集中包含了前面简单旬对应的部分作图命令。例 

如表1中，第二个命题简单句的作图命令集中有4条作图命 

令(加粗标识)已经被包含在第一个命题简单句的作图命令集 

之中。 

(2)顺序冲突。顺序冲突是指命题中后面的简单句要求 

前面简单句的部分作图命令向后或向前移动。例如表 1中， 

第二个简单句要求第一个简单句中的一segment A c(波浪线 

标识)向后移动至第二个命题分句的最后。 

(3)语义冲突。语义冲突是指后面的命题简单句的部分 

作图命令与前面简单句的部分作图命令在一起会导致矛盾的 

结果。例如表 1中，第一个简单句中的一freePoint C与第二个 

简单句中的一pointOnCirele C A(字符边框标识)会产生语义 

上的冲突。 
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表 1 作图命令冲突示例 

例题：三角形ABC中，AB=AC，⋯⋯ 

J第一个分句的作图命令集为： 

{一freePoint A,／／作自由点 A 

— free．PointB；／／作 自由点B 

—

segment A B；／／作直线AB 

~_freeePoint c；l／／作自由点c 
， 
!￡熨 延 !／／作直线AC 

—

segm ent B C；／／作直线13(2 

) 

I第二个分句的作圈命令集为： 

{_freePoint A；／／作自由点 A 

— freePointB；／／作 自由点B 

—

segmentAB；／／作直线AB 

—

circleOfPointRadius A A B； 

／／以A为圆心、AB为半径作圆 

1_pointOnCirdeCA；I／／作圆A上的点C 

， ! △殳!／／作直线AC} 

每一个作图命令可以抽象为两个组成部分：名称和参数， 

参数可进一步分为约束参数和返回值参数。例如，一point0n— 

Circle C A的名称是一pointOnCircle，约束参数是圆A，返回值 

参数是点C。通过对相互冲突的作图命令的结构深入分析， 

我们发现：1)冗余冲突和顺序冲突的作图命令完全相同，语义 

冲突的作图命令间具有相同的返回值和不同的名称；2)顺序 

冲突的作图命令应该遵循后一个简单句的顺序要求；3)语义 

冲突的作图命令应该保留后一个简单句的作图命令，删除前 
一 个简单句的作图命令，其位置应遵循后一个简单句的要求。 

3．2 作图命令融合算法 

作图命令融合的关键是发现和解决3种冲突问题。通过 

对作图命令的冲突的分析可以发现，识别 3种冲突的基本方 

法是命令名称、参数的条件匹配，解决冲突的基本思路是丢弃 

冗余的作图命令，调整顺序冲突的作图命令，替换语义冲突的 

作图命令，插入新的作图命令。 

根据作图命令的结构，本文将每一个简单句的作图命令 

序列存储为一个数组，数组的每个元素存储一条作图命令。 

作图命令的形式化定义如下： 

Typedef struct ConstructCmd{ 

String name；／／命令名称 

Char[-]returnParams；／／命令返回值参数 

Char[]eonstraintParams；／／命令约束参数 

Int flag；／／标识该命令是否属于后一分句； 

}ConstructCmd； 

Si[n】 S 1 【m】 Sil[n] 

S_】 S(i+1)l SI】 

S，2 S(1+1)2 Si2 

S 卜 ■、  返回值匹配， 
名称不匹配 S 

参数均匹配 Sfj+l ／  

Sin S(i+1)m SIn 

图2 冲突识别过程 

将相邻的两个分句的作图命令表示为 S和s一 ，发现3 

种冲突的基本过程是依次将S+ 中的每一条作图命令 S 卅) 

与S 中的所有作图命令进行匹配。在匹配的过程中需要定 

义两个指针：循环指针p和记忆指针q。 实现S 中每一条 

作图命令与 sf中所有作图命令循环匹配。q记住s 中上 

一 条作图命令在 Sl中的位置。匹配的基本过程为(见图2)： 
· 如果 S(汁 ) 与 S 在名称、返回值参数和约束参数上都 

相同，且 ≥q，则 与S c ) 发生冗余冲突。 

· 如果 Scm) 与 S 在名称、返回值参数和约束参数上都 

相同，且P<q，则 与S( ) 发生顺序冲突。 

· 如果sc㈩) 与s 在返回值参数上相同，名称不同，且 
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P>q，则只发生了语义冲突。 

· 如果s(m) 与s 返回值参数相同，名称不同，且P<q， 

则发生了语义和顺序冲突。 

· 如果scm) 与S 中所有作图命令名称和返回值参数 

均不同，则 S(汁 ) 是新命令。 

解决冲突的过程中，需要用到前一个分句的作图命令S 

中每个节点的标志位。解决冲突的基本策略是(见图3)： 

· 冗余冲突： ，S白一>∥ng一1。 

· 顺序冲突：将 ～q间标志位为0的作图命令移动到q 

的后面， q+1，s面一>_厂2“g=1。 

· 只有语义冲突： —S(汁1) ，q— ，S向-->flag----1。 

· 顺序+语义冲突：sd—S(m) ，将 ～q间标志位为0 

的作图命令移动到q的后面，q—g+1，S面一>、flag=1。 

· 新命令：将s(m) 插入S最后，q移动到S最后， 一> 

ng一1。 

顺 

S。【n】 Si[n】 

SI】 0 名甥 选配 S。 0 
一  — —  

晌 值匹日 n1 l1 S 0 
— —  — —  

— ： 一 
S 0 >．、 dl 

— —  一  | 
— —  _一  ／s o S 1 S

Ⅱ  l 
— —  — —  

— —  — —  

s(t-1 1 

图 3 解决冲突的过程 

据此，本文设计了一个几何命题分句间作图命令融合算 

法。算法的伪代码如下所示。 

Input：Si一{C。l，c 2，⋯， i{，⋯}(O≤j≤n) 

／／第 i个简单句的作图命令集； 

S(i+1)一{c(i十1)1，c(i+1)2，⋯， (1十1)k，⋯)(0≤k≤m) 

／／第 i+1个简单句的作图命令集； 

Output：S／／融合后的作图命令集 

Process： 

Step 1 初始化记忆指针 p一0 

Step 2 for each。(i+1)k in S(i+1)do 

for each C；；in si do 

if (i十1)k=Cij then 

／／作图命令完全相同，出现冗余或顺序冲突 

if j<p then／／出现顺序冲突 

remove(p+1，。 ～。ip’O)； 

／／N cij～ ip中标识位为 0的指令移到 P后 

p++；break； 

else 

p j；break； 

／／只出现冗余，没有出现顺序冲突 

else 

if C(i+1)k返回值一 返回值 then 

／／作图命令的返回值相同，出现了语义冲突 

ifj<p then 

／／代表语义冲突和顺序冲突的叠加 

c 一c(i+ 1)k 

remove(p+1， jj～ ．p，O)； 

p+—十_；break； 

else 



 

’。一 (1+1)k；p． ；break 

／／代表无顺序冲突，只有语义冲突 

endfor 

if j~sizeof(SO then 

／／sizeof(SO代表 Si中元素的数量 

if p> O then 

insert(c(i+1)k，P，si)； 

p+ + ； 

else 

si Si+c(i十1)k；p卜n+1； 

。Ip一 > f1ag O； 

endfor 

Step 3 return Si； 、 

根据上述融合算法，表 1中的两个分句的作图命令融合 

的基本过程和最后结果如图4所示。 

segmentA C； 

图 4 融合算法举例 

4 实验评价 

4．1 实验工具 

在几何命题理解模型的基础上，我们前期已经实现了一 

个自然语言几何作图接口并与已有的动态几何教学软件进行 

了集成，但是对几何命题分句间作图命令的融合只是做了简 

单的去重合并。本研究在自然语言几何作图接口中进一步融 

人了分句间作图命令融合算法，以期提高自然语言几何作图 

和推理的准确性。 

自然语言几何作图接口将几何命题转换为对应的作图命 

令序列，然后根据几何作图命令作出对应的几何图形。例如， 

输入几何命题 “在△AN2中，DC／／AB，E是 CA的中点，AB 

和DE交于点G，连接AD，连接 GC'’，系统自动生成的作图命 

令序列和几何图形如图 5所示。 

图5 自动生成的几何作图命令和几何图形 

4．2 实验方法及结果分析 

本文的目标是在前期工作的基础上，提出一种几何命题 

分句间作图命令融合算法，以提高几何作图和推理的准确性。 

据此目标，我们还是以前期从初中几何教材[ 、几何习题集E0] 

中随机选取的120套平面几何习题[6 作为测试集进行实验。 

这些习题均匀分布在教材中的 7个主要章节中，涉及到直线、 

三角形、四边形和圆等多方面的知识。表 2列出了部分平面 

几何习题。 

表 2 测试集中的部分几何习题 

在实验的过程中，我们将本文提出的几何命题理解方法 

与文献[33中的方法进行了对比分析。文献[3]中一个命题分 

句对应一条嵌套的作图命令，本文中一个命题分句对应一系 

列扁平的作图命令。嵌套的作图命令能够有效避免分句间命 

令产生的顺序冲突，但是，冗余子命令依然存在，而且无法处 

理命题间的语义冲突。举例如下： 

例 1 在三角形 ABC中，D是边 AB的中点 ，EC／／AB。 

文献[3]结果：traingle(A，B，C)；midPoint(D，segment 

(A，B))；pointOnLine(E，pLine(C，segment(A，B)))； 

本文方法结果：一free_Point A；一freePoint B．一segment A B；一 

midPoint D A B；
一

ffeePoint C；pointOnPLine E C A B； 

一

segment A C；
一

segment B C。 

从文献[3]的结果可以看出，segment(A，B)出现了两次， 

是一条冗余的命令，而本文方法的结果中每条命令都不重复。 

例 2 在三角形 ABC中，AB上AC。 

文献[3]结果：traingle(A，B，C)；pointOnLine(B，tline(A， 

A，C))； 

本文方法结果；一freePoint A；一fre~oint B；一segment A B； 

pointOnTLine C A A B；
一

segment A C；
一

segment B C。 

文献[3]的结果中，两条指令明显存在语义上的冲突，第 
一 条指令是作一个自由三角形，而第二条又要求 ABj_AC。本 

文的结果不是一次性先作出三角形 ABC，而是先作了AB上 

AC，再构造三角形 ABC，避免了语义冲突。 

在实验的过程中，本文还对比分析了使用融合算法前后 

系统作图的准确性。将每一道几何测试习题输入自然语言几 

何作图接口，对系统生成的几何作图命令序列和作出的几何 

(下转第226页) 

· ]99 · 

一 

、 

0一 ～ 一。 



 

由计算结果可知，属性c6，c7，c8，c9，cll同时满足条件， 

虽然它们的属性取值范围都为{1，2，3，4)，但是 c6和c9在表 

中的取值有3个，c7，c8，cll在表中的取值只有2个，按照算 

法，我们选择 c6，算法终止。所得最后相对属性约简集为： 

{cl，c2，c3，c4，c5，c6，cl0，c12，c13}。说 明教师在平时教学过 

程中应该注意以下方面 ：①遵守教学纪律，上课时不进行与教 

学无关的任何活动；②概念清楚，论证严谨，重点突出，难点明 

确；③方法灵活，讲求实效，学生学习兴趣浓，思维活跃，注意 

力集中；④教学思路清晰，条理性强，精通教学内容，知识面 

宽；⑤目标明确，知识容量恰当，切合学生实际，要求适度；⑥ 

教学设计合理、教学安排紧凑，整体把握好；⑦教学手段运用 

科学、有效，恰当使用多媒体；⑧语言表达准确、清晰、简洁；⑨ 

通过学习能掌握一定的知识、方法与技能。结果表明，学校在 

招聘新教师时，不应忽略教师的基本素质而一味只注重学历。 

结束语 在数据挖掘中，基于信息熵方法与基于代数方 

法都需在遍历决策表内的每一个属性后，再用数学运算得到 

核属性集，进而约减决策表。这两种方式都不能直接求解核 

属性，需要引入复杂的计算公式才能实现算法[9]。本文采用 

基于差别矩阵的方法，用属性约简方法得到决策表的核属性。 

实验分析验证了算法的可行性与有效性，为决策表的属性约 

简提供了一条高效的途径。 
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图形人工检验统计。统计结果如表3所列。 

表 3 完整命题理解的准确率 

表3的统计结果显示，自然语言几何作图接口正确完整 

地作出了110套几何习题对应的几何图形，其余 1O套几何习 

题对应的几何图形均不完整，需要人工补充或修订，系统整体 

准确 率 达 到 了 91．67 ，每一 章 的平 均 准确 率 达 到 了 

91．75 。自然语言几何作图接口相比加入融合算法前，多作 

出了9道题的正确图形，准确率从原来的84．17 提高到了 

91．67 。由此可以看出，本文提出的几何命题分句间形式化 

作图命令融合算法是有效的，可以在一定程度上提高几何作 

图和推理证明的准确率。 

结束语 现有的几何命题理解方法没有考虑几何命题中 

分句间的逻辑关系，将几何命题中的每个分句进行单独处理， 

无法解决分句间形式化命令的冗余和逻辑冲突，严重影响了 

后期作图和推理的准确率。本文针对这一问题，在前期的工 

作基础上提出了一种几何命题分句间作图命令融合算法，并 

将其集成应用于自然语言几何作图接口中进行实验论证。实 

验结果表明，本文提出的几何命题分句间形式化作图命令融 

合算法是有效的，可以在一定程度上提高几何作图和推理证 

明的准确率 。 
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但是，本文提出的融合算法建立在几何命题分句的形式 

化作图命令之上，无法解决几何命题分句理解不准确带来的 

问题。事实上，几何命题是对几何图形性质的描述，要生成正 

确的形式化作图命令，还需要运用几何知识进行必要的逻辑 

推理。因此，如何运用几何知识本体进行推理，将几何命题作 

为一个整体进行理解，最后生成正确的形式化作图命令序列， 

将是我们下一步研究的目标。 
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