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基于单层双树小波变换和平滑零范数法的压缩感知图像重构 
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(福建师范大学数学与计算机科学学院 福州 350007) 
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摘 要 基于压缩感知理论，从图像稀疏变换方式和压缩感知恢复算法两方面出发，对原有算法进行改进，提 出了基 

于单层双树小波变换和平滑零范数法(Smoothed-f0)的压缩感知图像重构算法(DTSI~)。该算法的思想是：对原始图 

像进行双树 实系数小波稀疏变换，并使用 Smoothed-如压缩感知恢复算法予以重构。仿真实验表明：该算法在图像重 

构质量、执行速度，以及鲁棒性方面均有显著提升。 

关键词 压缩感知，双树d、波变换，图像重构，平滑零范数 

中图法分类号 TN911．7 文献标识码 A 

Image Reconstruction M ethod Using Smoothed-10 and Dual—tree Wavelet Transform 
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Abstract This paper presented a new algorithm for image reconstruction based on smoothed-／0 and dual—tree wavelet 

transform to save execution time and increase the quality of reconstruction．The dual-tree wavelet transform was used 

for image sparse and the Smoothed—Zo algorithm was selected for reconstructing the image．The experiment results show 

that DTSG improves the execution speed and the the quality and rohustnesss of the reconstructed image． 
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近年来，由美国斯坦福大学 Donoho和 Cand6s提出的压 

缩感知理论Oh2]引起了广泛的关注 。压缩感知可以通过较少 

采样数来恢复原始信号，减少了数据量，提高了传输效率。该 

理论以信号的稀疏性为先验条件，将信号进行稀疏变换，并构 

造测量矩阵对变换后的信号表示进行测量，将获得维数较低 

的测量值作为编码结果。解码过程则是通过某种恢复算法来 

求解出信号的稀疏表示，并对信号的稀疏表示进行逆变换，重 

构出原始信号。目前，压缩感知恢复算法主要有基追踪(BP) 

算法、正交匹配追踪(OMP)算法、子空间追踪(sP)算法和 

Smoothed-／o(SLo)算法等口]；这些算法在重构质量、执行速度 

和鲁棒性等方面各有特点。压缩感知作为一种新理论，其许 

多成果仍局限于实验仿真，实际运用尚处于探索阶段。 

在运用压缩感知技术对图像进行处理时 ，传统的稀疏化 

方法是对图像使用多层小波变换。但是 ，反复的小波变换和 

逆变换操作将会使得计算量大增。针对这一不足，文献[4]提 

出了一种只需进行单层的小波变换的新方法，它结合 OMP 

恢复算法对图像进行重构，使得图像的重构质量较传统方法 

有所提升，同时有效地减少了计算量。但由于离散小波变换 

不具平移不变性，且方向选择较少，因此变换效率较低。同 

时，采用OMP算法的重构精度也不够高。针对以上问题，本 

文提出了一种新的算法，即从稀疏化方式上和压缩感知重构 

算法两方面出发，使用单层双树实系数小波对图像进行稀疏 

变换，并结合 Smoothed-／o压缩感知恢复算法重构图像。实 

验结果表明，该算法在图像重构质量、执行速度和鲁棒性等方 

面均有显著提升。 

1 压缩感知理论 

已知长度为N的一维信号厂， 为一个N×N的正交矩 

阵，如果满足f=XItx，其中 是N×1的稀疏向量，则 _厂是稀 

疏的。在一般情况下，将一个长度为N的一维信号_厂 投影到 

Q上得到矩阵y，即 =Q厂，若信号 满足稀疏性的先验条 

件，那么就有 ： 

—Q厂=Q厂=Q 比一@ (1) 

式中，@为MXN的矩阵，称为传感矩阵。 

如果Q和 不相关且．27的大多数元素都为零时，源信号 

_厂的重构过程就是解决下式 z。最优化问题： 

argmin Il lz ll“ S．t． =@z (2) 

式(2)中的fo范数问题又可以转换为 z 范数后采用BP 

算法、LASN_)等线性规划方法_5]求解出 ，最终重构出源信 

号 厂。 
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近年来，随着新的压缩感知恢复算法相继被提出，求解 

的方法已不仅仅局限于将式(2)转化为z 范数的求解方法。 

基于贪婪原理的匹配追踪(MP)和正交匹配追踪(OMP)[6]这 

两种算法重构速度较快但精确度略低l7]；子空间追踪(sP)算 

法也是一种非常有效的回溯算法，它拥有更好的重构质量却 

略显复杂 ；Smoothed-／o则是一种凸优化的重构算法，它的 

速度更快，重构精度更高，并且对噪声有较强的鲁棒性E1o 123。 

2 双树小波变换 

小波变换被广泛运用于去噪、稀疏化等信号处理中，但传 

统的离散小波变换(DWT)仍然存在两方面缺陷，一是不具备 

平移不变性，二是有限的方向选择性l】 。针对这些缺陷，N． 

G．Kingsbury于 1998年提出了双树复小波(Dual-tree Com- 

plex Wavelet Transform，DTCWT)概念_1 ，这种双树复小波 

拥有近似平移不变性以及更多的方向选择性，但其代价是冗 

余度变大(为 1：4)，降低了计算效率。Selesniek在此基础上 

进行改进，提出了一种实系数双树 小波 变换 (DTWT)E“j。 

DTwT不仅保留了双树复小波原有的优点，并且将冗余度降 

至1：2，使得 DTWT在计算效率上更接近于传统的离散小 

波变换。 

二维 DTWT实现过程中，采用两组满 足 Hilbert变换的 

滤波器对( o， )和(H6o， )分别对输入的二维信号进 

行水平方向和垂直方向滤波。每一层的 DTwT分解都将获 

得 8个分量：L 、H 、LH。、HH。、L 、H ，LH 和HH6， 

其中LL 和LH 为低频分量，其余分量为对应±75。、±15。 

和±45。6个不同方向的高频分量[15,16]。无论低频分量还是 

高频分量，其数据大小均与二维 DWT的同一层 的分量大小 

一 致，并且每一层的总体数据的冗余度均为 1：2，与DTwT 

分解层数无关[1 。DTwT由于拥有更多的高频分量，能更好 

地描述图像的方向性 ，因此提高了图像的分解与重构的精度。 

3 DI~SLo算法 

本文提出的DTSLo算法采用实系数双树小波变换(DT— 

wT)对图像进行稀疏化。DTWT由于拥有接近于 DWT的 

计算效率和更多方向的高频分量，因此能够有效地提高图像 

的分解与重构精度。在测量矩阵的选择上，本文构造局部置 

乱哈达玛随机矩阵，并将其作为测量矩阵，这种矩阵的各行和 

各列之间相互正交，并且其元素只由“一1”和“1”两种元素构 

成 ，与传统的高斯随机矩阵相比，不仅构造简单而且存储空间 

需求较小。 

在恢复算法的选择上，本文采用 Smoothed-／o算法作为 

恢复算法。该算法是一种凸优化算法，使用梯度上升法对目 

标值进行逼近，算法简捷且速度快。该算法并不是将式(2)转 

换为z 范数求解，而是构造一个函数 ． ( )，使得当l zj《 

时， (z)一1；当lzI》 时， (z)一O，并根据 ( )再定义如 

下求和函数： 
N 

( )一∑ (五) 

由于If X ll ≈N— ( )，为了使 ll z llfn的值最小，将问 
题转换为求解 Fa(z)的最大值，因此可以采用梯度上升法来 

逼近 ( )的最大值l_1̈ 。 

综上所述，本文提出的DTSL~算法的具体步骤如下： 

(1)输入 NX N原始图像，使用 DTwT对其进行稀疏 

化 ，得到 2个低频分量和 6个高频分量。 
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(2)根据原始图像的采样率，确定测量矩阵的行数 M，并 

按照如下方法构造 MX(N／2)局部置乱哈达玛矩阵： 

a)构造一个大小为(N／2)×(N／2)的哈达玛随机矩阵； 

b)对该随机矩阵进行随机行置乱操作，并取其 中的M 行 

构成一个新的矩阵A ； 

c)对A 进行随机列置乱操作 ，得到测量矩阵A。 

(3)保留DTwT后的 2个低频分量不做测量，使用测量 

矩阵A分别对其余 6个高频分量进行测量，得到6个测量值 

矩阵。 

(4)使用 Smoothed-／o算法分别对 6个测量值矩阵进行 

恢复，分别得到 6个恢复结果 ；Smoothed-I。算法步骤如下： 
A 

a)构造一个逐步递减数组 一{0-1， ，⋯，aN}；计算方程 

=Ox的最小z 范数解 ；初始化变量 忌一1； 

b)令 0- =ak，以 为初值 ，重复 L次使用梯度上升法对 

目标点进行逼近，得到 X ； 

c)若 愚<N，令 k=k+1， —X ，返回步骤 b)；若 是一N， 

则执行步骤 d)； 

d)返回最终结果：叉。 

(5)将6个恢复结果和保留的2个低频分量一起进行实 

系数双数小波逆变换，重构出原始图像，并进行评价。 

4 仿真实验结果 

为了测试DTSLo算法的性能，本章将该算法同其他压缩 

感知恢复算法进行对比。对比算法包括以下3种： 

a)使用离散小波变换对图像进行稀疏变换，并结合SP压 

缩感知恢复算法重构图像(简称 DWSP)； 

b)使用离散 小波变换对 图像进行稀 疏变换，并 结合 

Smoothed-f0压缩感知恢复算法重构图像(简称 DWSL0)； 

c)使用离散小波变换对图像进行稀疏变换，并结合OMP 

压缩感知恢复算法重构图像(简称 DWOMP)。 

4．1 无噪声条件下的图像重构质量对比 

在本节实验中，考察在无噪声条件下原始图像(256×256 

灰度图)的采样率分别为3O --90％时各个算法的图像重构 

质量。图 1为针对 Lena和 Cameraman两种图像 的重构结 

果，其中纵坐标为图像峰值信噪比PSNR(单位为 dB)。表 l 

进一步给出了其它 5种图像在无噪声条件下各种不同算法的 

图像重构质量的比较结果(都取采样率为 6O )。 

图 1 无噪声时各算法的图像重构质量对比图 

表 1 无噪声时各种算法的图像重构质量对Lg(采样率为 60％) 

从仿真结果可以看出，与其它算法相比较，本文提出的 



DTSL0算法在多幅图像的重构质量上有显著的提升，尤其随 

着采样率的逐渐增大，本算法的优势更明显。从实验结果可 

以看出，在同样采用传统小波变换的情况下，使用 s 作为 

恢复算法比使用OMP和 SP作为恢复算法可使图像改善幅 

度达到 1．5～2．7dB；在同样采用 s 作为恢复算法的情况 

下，使用双树小波变换可使图像改善幅度达到 1．5～2．0dB。 

因此，本文提出的DTSL0算法获得了更好的重构效果。 

4．2 有噪声条件下的图像重构质量对比 

在本节的实验中，考察在对 256×256灰度图像加入不同 

方差的高斯白噪声后不同算法的重构质量，其中噪声的方差 

取值范围为0～O．025。图2给出了Lena．bmp图像在加入高 

斯白噪声后，采样率分别为30 和6O 时，各算法的图像重 

构质量结果比较。表 2和表 3给出了其它图像在有噪声状态 

下的重构结果。 

加入的商斯白噪声方差值 加入的高斯自噪声方差值 

图 2 有噪声时各种算法的图像重构质量对比图 

表 2 有噪声时的各种算法的图像重构质量对比(取噪声方差为 

0．01，采样率为 6O ) 

表 3 有噪声时各种算法的图像重构质量对 比(取噪声方差为 

0．02，采样率为 6O ) 

对比仿真结果可以看出，随着噪声的增大，所有算法的重 

构质量都在下降；但在相同噪声下，DTSL 算法的重构效果 

仍优于其它各种算法，尤其在对原始图像的采样率较小的情 

况下优势更为明显。从实验结果可以看出，在同样采用传统 

小波变换的情况下，使用 sL0作为恢复算法比使用 OMP和 

SP作为恢复算法可获得更好的重构效果；在同样采用 SL0作 

为恢复算法的情况下，使用双树小波变换可使图像改善幅度 

达到 0．7～1．2dB。因此，本文提出的 DTS 拥有更强的鲁 

棒性 。 

4．3 运算速度对比 

在本节实验中，使用不同的重构算法在不同的采样率下， 

分别对 Lena．bmp图像进行重构，分别记录每个算法的执行 

时间(单位：秒)。其中，对原始图像的采样率分别取 3O 、 

40 、5O 、⋯、90 ，实验使用的计算机配置为：中央处理器： 

Intel(R)Core(TM)2 Quad CPU Q8300四核 2．50GHz；内存 

大小：2G；操作系统：Microsoft Windows XP SP3。实验结果 

如表 4所列。 

从表 4可以看出，crrsL 算法的执行速度比Dw0MP和 

DWSP算法快，尤其是当原始图像的采样率较大时，该优势比 

较明显。但是，该算法的执行速度略逊于DWSL 算法，考虑 

到DTS 算法的重构质量比 DWSL0更优 ，因而可以根据实 

际应用要求对算法进行选择。 

结束语 本文基于压缩感知理论，从图像稀疏变换方式 

和压缩感知恢复算法两方面出发，提出了基于单层双树小波 

变换和 Smoothed-／。的压缩感知图像重构算法(DTSL0)。该 

算法使用双树小波变换对原始图像进行稀疏变换，并结合 

Smoothed-／o压缩感知恢复算法予以重构。实验证明，该算法 

在图像重构质量、执行速度，以及鲁棒性方面均有显著提升。 
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