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摘 要 积分是许多数学理论的基础，如实数分析、信号与系统中微分方程的求解等等。Gauge积分是黎曼积分在闭 

区间上的推广，应用更加方便。将 Gauge积分的运算性质在 H0IA (Higher-Order Logic 4)中形式化，包括积分的线 

性运算性质、积分不等式、分部积分、积分分裂定理、子区间的可积性、对特殊函数的积分的形式化及积分极限定理、柯 

西可积准则，并根据相关性质对反相积分器进行 了验证。 
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Abstract Integral is one of the most important foundations in many subjects，such as real analysis，the differential equa 

tions in signals and systems and SO on．Gauge integral is a generalization of the Riemann integral in which some situa— 

tions are more useful than the Lebesgue integra1．This paper formalized the operational properties which contain the lin— 

earity，ordering properties，integration by parts，the integra1 split theorem，integrability on a subinterval，integrability of 

special functions and limit theorem ，cauchy-type integrability criterion of gauge integral in higher—order一1ogic 4 

(HOIA)，and then used them to verify an inverting integraton 
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1 引言 

软硬件系统广泛用于高铁、航空控制系统、医疗设备及工 

业控制系统中。这些系统的设计错误会带来巨大的人身财产 

损失 ，所以对其功能设计 的正确性验证越来越受到重视。传 

统的验证方法包括模拟、测试和仿真，它们都是基于测试例方 

法 ，因而都是不完备的。 

形式化验证根据某些形式规范或属性，使用数学的方法 

证明系统的正确性或非正确性，包括等价性验证、模型检测和 

定理证明_1]。其中定理证明用数学方法表达系统的规范和性 

质，从逻辑上判断设计的正确性，是最为严格和规范的方法， 

其结论的可信度也最高。定理证明系统基于已有的推理规 

则、公理和定理对要验证的系统进行建模和推理，定理证明系 

统包含的理论库越多，其建模和推理能力就越强。 

积分是解决许多实际问题的数学工具，在几何、物理、经 

济等领域都有着非常广泛的应用，比如在几何学中用来求解 

平面图形的面积、平面曲线的弧长、旋转体的体积等，在物理 

学中可用来求变力沿直线做功、液体的侧压力、两物体之间的 

引力、求平均值和均方根，在经济中已知边际函数求总函数在 

某个范围的改变量。此外，积分在许多电路系统中也有重要 

应用 ，如在模拟控制系统中最常用的 PID控制，它将偏差的 

比例(P)、积分(I)和微分(D)通过线性组合构成控制量，对被 

控对象进行控制。 

本文第 2节介绍相关工作；第 3节介绍Gauge积分，及如 

何在 HOL4中对积分的运算性质和相关定理进行形式化证 

明，包括积分的线性性质、积分不等式、分部积分法等性质及 

积分柯西可积准则等定理；第 4节介绍积分器电路的形式化 

验证 ；最后总结全文。 
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2 相关工作 

积分的应用非常广泛 ，许多定理证明验证系统已经实现 

了积分的形式化定理库。Isabelle／Isar定理证 明器中有勒贝 

格积分 的定 理库[ ，Isabelle／HOL中有 Gauge积分 定 理 

库[=3]。L．Cruz-Filipe在其博士论文中提到在 Coq中建立了 

实数的结构化理论 ，其中包括连续函数、微分、积分和超越 

函数。Ricky W．Butler在 PVS定理证明器中实现了黎曼积 

分的形式化【 。John Harrison在 HOL Light中对 Gauge积 

分的定义、运算性质等做了较完整 的形式化。剑桥大学的 

HOL4系统中有勒贝格积分的形式化，但其主要用于概率中 

积分的计算 ，并且其概念是定义在测度的概念上，所以用勒贝 

格积分对一般的函数进行计算会比较复杂。HOL4定理证明 

器中虽然有 Gauge积分的定义【 、积分的唯一性和微积分基 

本定理(I)，但没有给出其他性质及定理的形式化。 

积分的定义形式有多种，如牛顿积分、黎曼积分、勒贝格 

积分等。Gauge积分最先由Kurzweil提出，但在后来的发展 

中，尤其是证明勒贝格型的收敛定理时，主要由 Henstock完 

成，并称为“广义的黎曼积分”或“Kurzweil-Henstock gauge积 

分”。Gauge积分 比勒贝格积分更加具有一般性口]。Gauge 

积分的定义比勒贝格积分的定义简单，因为它不需要先解释 

∑代数和测度，它的简单源于充分利用了区间[a，6]的特性， 

这并不是所有测度空间共有的属性l8]。Harrison̈6]曾详细介 

绍了 Gauge积分相比于其他积分的优势。 

本文在 H0L4中已有的 Gauge积分定义基础上给出完 

整的 Gauge积分形式化理论。H0L4是 H0L系统发展的最 

新版本 ，集成了之前版本的所有优点，拥有丰富的定理库，且 

在软硬件验证l11]及通信协议lg ]的验证等方面都取得了令 

人瞩目的成果。 

3 积分在 HOL4中的形式化 

Gauge积分是黎曼积分和勒贝格积分在闭区间上的推广 

与拓展，且能够清楚地表达微分和积分的关系，即对所有 xE 

[“， ，，都有导数．f (z)使得微积分基本定理式(1)成立。 

# I
．f (x)dx一 ，(6)一f(a) (1) 

J 

d 

其他定义形式都存在一些函数无法满足微积分基本定理 

的情况。 

Gauge积分的具体定义[7]为：P是区间 ， 上给定的一 

个标签分割，用式(2)表示： 

n一 <U1<⋯< 一6，t E[地1，U／] (2) 

一 个正函数 ：[口，6]一(0，。。)为一个测度，当Vi．ti一 

(ti)<啦 !≤ < +3(tf)时，称 P是 精细的。对一个标签 

分割 P和一个[n， 上的实函数 厂，定义其黎曼并用式(3)表 

示为： 

∑厂一∑( --U一1)f(ti) (3) 

对给定的函数 ，：[n， 一R，J是一个确定的实数，若对 

任意给定的正数 e存在一个测度 ，使得对[n， 上任意 占精 

细的分割 P有式(4)成立， 

l∑厂一J1<￡ (4) 

则称函数 ．厂在[“，6]上是 Gauge可积的。 
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HOIA中已有 Gauge积分的形式化定义 ，形如式(5)： 

I．f(x)dx—k (5) 

的形式化表示为 Dint(a， fk，意思是定义 在区间[“，6]上 

的积分是k，具体定义形式如下： 

Dint(n，6)_厂k— 

V e．0< P一一 > 

弓g．gauge(ax．“<一z八z<一6)g人 

VDP．tdiv(n，6)(D，p)Afine g(D， )一一> 

abs(rsum (D， )厂一是)de：thm 

其中： 

division(a，6)D< 一> (D 0一“)A N．(V ． <N一一>D 

11<D(SUC ))人V11． > 一N一一> (D 一6) 

表示 division(a，b)D为区间[“，6]上的一个分割 D。 

tdiv(a，6)(D， )<：一> division(a，6)DA V ．D <：一P 

八P <一D(SUCh) 

表示在相邻的两个分割点之间任取一值 P 。 

dsize D一@N．(V ．n<N 一一 >D < D(SUCn))八 

V ． >一N一一>(D 一DN) 

表示分割 D将区间分割为N 份。 

Gauge和 fine表示为：g为在一个集合(在实际中一般是 

区间)E上的一个测度值 ，形式化如下： 

I—VEg．gauge Eg<一>Va2．E．27—一>0<g．／7 

l—VgD P．fine g(D， )<一> V扎n％dsizeD=一>D 

(SUC )一Dn~g(p ) 

我们通过该定义首先给出可积分和积分值两个定义。 

定义 1(可积分) 函数若在闭区间上可积，则等价于存 

在一个数为该函数在该闭区间上的积分值 ： 

integrable= l— V n b f．integrable(n，6)f<：一> i． 

Dint(n，6)_厂i 

定义 2(积分值) 

integral=l—Vab，．integral(a， )厂一@ i．Dint(a，b)fi 

对在区间[“， 上任意可积函数 -厂都存在一个积分值 

} I
f(x)dx，使得式(6)成立。 

J 

l∑厂(8) —If(x)dx l< 
1 

下面证明几种定义之间的关系。 

定理 1(1NTEGRA BI E_DINT) 

f—V厂Ⅱb．integrable(a，6)_厂一=> 

tegral(n，6) 

(6) 

Dint(n，6)f(in 

定 理 2)DIN1、_ TEGRAL) 

l—Vfa b i．a< 一b八Dint(n，6)f i一一> (integral 

(口，6)厂一 ) 

通过这些定义对积分的运算性质进行形式化，如表 1所 

列。 

接下来证明积分分裂定理，性质描述如下。 

性质 1 _厂在[n，c]上可积甘VbE(“，c)，f在[n，6]与[6， 

c]上都可积，且 

拿 暑 ； j，(z) +J，(Iz)dx—jf(x)dx (7) 

形式化如下： 



DINT
_

COMBINE= 

l— Vfa b c i J． 

口<一6A6<一cADint(n，6)_厂i ADint(b，c)fJ一一> 

Dint(a，c)f(i+ ) 

表 1 积分的运算性质 

积分运算性质 HOL4形式化 

对常数的积分f。dx一 *(b一 ) 

b 

对。积分等于0 f0dx—o 

b b 

『f(x)dx一 (_f(x))dx=--i 
b b 

』f(x)dx一 c*f(x)dx=c*i 
b b 

』f(x)dx=i A』g(x)dx=j~ 
b 

f(f(x)+g(x))dx—i+j 

b b 

』f(x)dx=i A』g(x)dx—p 
b 

』(f(x)一g(x))dx—i—J 
b b 

『f(x)dx—î』s( 一 
b 

i 』(m*f(x)+n*g(x))dx 
— ITI*i+n*J 

Vx∈ a，b] 

且 f(x)、g(x)在[a，b]上 

均可积，若f(x)≤ g(x) 
b b 

)dx≤』g(x)d】【 
b b 

』f(x)dx 14f I fix)I dx 

Vx∈[a，b]有f(x)一g(X) 
b b 

』f(x)dx=』g(x)dx 

Va b cDint(a，b)( x c)(c* (b— 

a)) 

V a b．Dint(a'b)( x O)0 

Vf a b i．INnt(a，b)fi==> 

Dint(a，b)( x—f x)(一i) 

Vf a b c L Dint(a，b)f i一 一> INnt 

(a，b)( x c* f x)(c* i) 

Vf g a bii-Dint(a，b)fi A Dint(a， 

b)gj一：> Dint(a’b)( x f x+g 

x)(j+j) 

Vfg a b ij．Dint(a，b)fi八 Dint(a， 

b)gj==> Innt(a，b)( xf x— g 

x)(i—j) 

Vf g a bij．INnt(a，b)fi A Dint(a， 

b)gj一一> Dint(a，b)( x m *f x 

+n g x)(m*i+n*j) 

Vfg a bij． 

a< 一 b A integrable(a，b)f A 

integrable(a，b)g A(Vx a<一x A 

x<一b一一> f x< =g x)一一> in- 

tegral(a，b)f< 一integral(a，b)g 

Vf a bii． 

a< 一bADint(a，b)fi^ Dim (a'b) 

( x abs(f x))j一 一> absi< 一j 

Vf g a bij．a<=b A Dint(a，b)fi 

^ Dint(a，b)gj  ̂

(Vx a< =x A x< 一b > (f x 

—g x))一一> (i—j) 

分部积分法：若f(x)，g(x)为La’bJ 

上的连续可微函数，则有定积分分 Vfgf，gt b' 

部积分公式 a<一b^(Vx a<一  ̂ < 

g f(b)*g(b)一 (

<

f

=b=

diffi f'

：

x

>

)x )A

i 

(V x ．

)

a 

x)==> Dint(a'b)( f x gx+f h ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ’ ‘ 

f(a) g(a)一 (x)g(x)d)[ g x)(fb g b--f a g a) 

积分分裂定理的证明非常复杂 ，需要很多引理来辅助证 

明，表 2是需要事先证明的一些区间分割的性质。 

在对这条性质进行证 明时，需对 已知条件 n< 一bA 6 

<一c分类证明，当 口一b或b—c时，证明过程比较简单。证 

明当 a<b且 b<c时，点 b是连接两个测度 区间的连接点，在 

对 b点所在的区间测度及分割精细度证明时，需要用到 以上 

的性质。由于此性质证 明代码超过 400行，不在此展示具体 

证明过程。证明过程描述如下。 

当 n<6且b<c时，将目标按定理展开得： 

abs(sum (0，dsize )(an．d( )* ( (SUC )一d 

))一 (H— ))<g 

用 DIVISION INTERMEDIATE将 目标转化为 

abs(sum (0，m+ )( ．f(P )* ( (SUC )一 )) 

一

( + ))< 

首先 ，对 n=O和 ≠0两种情况分别进行证明。当 ≠0 

时，将目标改写为 

abs(sum (O，m)(an．f(P ) * ( (SUC )一 n))+ 

(f(Pm)* ( (SUCm)一 m)+slam (优+1，PRE )(an． 

f(P ) * ( (SUC )一 )))一(i+ ))< 

证明 Pm一6，证明目标改写为： 

abs(sum (0，m)(an．f(P )* ( (SUC )一d ))+ 

(fb* ( (SUC优)一 z)+slJm (优+l，PRE，z)(an．d(p 

) * ( (SUC )一 7z)))一 ( + ))<P 

用符号 s1表示 sum(0，m)(an．f(户 )*( ( ) 
一  ))，用符号 s2表示 sum(m+1，PRE )( ．厂( )* 

( ( )一 ”))。将证明目标化简为： 

abs(sl+fb*(6一 m)一 )< e／2 A abs(s2+fb 

* ( (SUC m)～ 6)一． )<e／2 

对不等式 abs( 1+厂b*(6一 dm)一 )< ／2分别证 

明dm=b与d m≠b的情况。同理，对 abs(s2十厂b* ( 

(SUC m)--b)一 j)~e／2分别证明 d(SUCm)=6与d(SUC 

m)≠6的情况，目标得证。 

表 2 区间分割相关的性质 

引理名称 H0L4表述形式 

DIⅥS1ON_LE_SUC 

DIⅥ sION MONO_LE 

DM SION
_ MONO LE SUC 

DIVISION
_

INTERMEDIATE 

DIVISION
_

DSIZE
_

LE 

DM SION
_

DSIZE_ GE 

DIVISION
_

DSIZE
_ EQ 

DIVISION
_

DSIZE
_ EQ_ALT 

Vd ah division(a．b)d一一> Vn d n 

< 一d(SUC n) 

Vd a b．division(a’b)d一 一> Vm n m 

< 一n一 一 > dm <：一d n 

Vd a b．division(a，b)d一 一> Vn d n 

< 一d(SUC n) 

Vd a b 0 division(a，b)d A a< 一c A 

c<=b一一> jn n< =dsize d A d n 

<一c A c< 一d(SUC n) 

Va b d n division(a'b)d A (d(SUC 

n)=d n)一一> dsize d<：一n 

Va b d n division(a-b)d A d n< d 

(SUC n)： 一> SUC n< 一 dsize d 

Va b d n divisi0n (a，b)d A d n < d 

(SUC n) A (d (SUC (SUC n))一 d 

(SUC n))一 一> (dsize d— s1JC n) 

Va b d rL division(a，b)d A (d(SUC 

n)一d n)A (V L i< n一一> d i< d 

(SUC i))一 一 > (dsize d— n) 

性质 2 对特殊函数的积分 

DINT DELTA LEFT= l— V a b．Dint(n，6)O,x．if z=a 

then 1 else O)o 

DINT DELTA RIGHT— l～ Vn b．Dint(n，6)(ax．if z—b 

then 1 else O)0 

DINT DELTA= f— Va b c．Dint(n，6)(Ax．if z=c then 1 

else O)0 

D T P0D T SPⅨ E= 

j— Vfg a 6 c i． 

(V ．Ⅱ<一zA <一6 A z<> c一一> (fx—g )) 

^ Dint(n，6)，i一=> Dint(n，6)g i 

性质 3 子区间的可积性 

INTEGRABLE SUBINTERVAL— 

l— Vf口b c d．a<一c A c<一 ^d<一b A inte- 

grable(口，6)，一一> integrable(c， )f 
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在证明此性质之前 ，需要先证明 

INTEGRABLE SPLIT SIDES= 

l— V fⅡb c． 

“< =f^ c< 一6^ integrable(a，6)_厂一：> 

i．V g．0< g一一> 

g．gauge(Ax．n< 一z ^ z<一6)g A 

V 1 pl d2 p2． 

tdiv(n，f)(dl，p1)A fine g(dl，p1)A 

tdiv(c，6)(d2，p2)A fine g(d2，p2)=一> 

abs(rSLIlTI(dl，p1)f+rsuiil(d2，p2)_厂一 )< e 

INTDGRABLE SUBINTERVAL LE r= 

I— Vfa b c．a<：c^c<=6八 integrable(口，6)厂= 

一> integrable(n，c)f 

INTEGRABLE SUB1NTERVAL Rl( HT— 

l— V．厂“b c．n<一c^f<一6^integrable(n，6)_厂：= 

> integrable(c，b)f 

定理 3(柯西积分准则) 一个可积函数对在该区间上的 

任意一种分割形式都收敛。 

INTEGR ABLE CAUCHY： 

Vfa b．integrable(a，6)f<一> 

V e．&0< P 

一 -- > g．gauge(Ax．“< 一z A <一6)g  ̂

Vdl pl d2 p2． 

tdiv(n，6)(dl，p1)八 fine g(dl，p1)A 

tdiv(n，6)(d2，p2)A fine g(d2，p2) 

一--> abs(rsum(dl，p1)
．f— rsum(d2，p2)_厂)< e 

定理 4(极限定理) 

INTEGRABLEl_LIMIT— 

l— V r 6／,b． 

(V e．0< P一=> 

jg．(V．72．“<：z A x<一6：一> abs(fx—g-z)<一 

)八 

integrable(“，6)g)一一> integrable(“，6)f 

4 应用 

积分电路的应用非常广泛 ，可以用于波形变换、放大电路 

失调电压的消除及反馈控制中的积分补偿等场合。 

本节运用积分形式化定理库验证反向积分器的性质。标 

准反相积分电路如图 1所示。 

c 

V 

图1 标准反相积分电路 

图 1所示的标准反相积分电路中，输入电压与输出电压 

满足积分的关系式(8)： 

go( )=一 J’ ( (8) 
假设积分常数 R c一1，公式化简为 ： 

f 
Vo(z)=一 l Vi(t)dt (9) 
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当 (￡)=sint时，有 

{ 

Vo( )一一 I sintdt=COSX--cos0 (10) 

这一性质在 H0I 4中的形式化为： 

INTEGRAL NEG SIN— I— V 32。0< ：-z一一> (inte— 

gra1(O，z)(At．一sin￡)一COSX--cos0) 

证明过程如下： 

val INTEGRA NEQ SIN=store thm(”INTEGRAL_NEG 

SIN”． 

”!z．0<=z一：> (integral(0，z)(＼￡．(一sin ))一COS 

— COS O)” 

REPEAT STRIP TAC THEN REwRITE TAC[integral~ 

THEN 

SELECT ELIM TAC THEN C0NJ TAC THENL 

EEXISTS TAC”COS z--C08 0。’THEN 

H0_MATCH—MP—TAC FTC1 THEN 

ASM SIM_P TAC arith ss】DIFF COS I， 

RW
— —

TAC std
— — ss[]THEN MATCH——MP——TAC DINT—— 

UNIQ THEN 

MAP EVERY EXISTS TACr110：real”，”32：real”， 

”(＼ ．一sin￡)：real->real”]THEN 

ASM
—

REWRITE
— TAC[]THEN MATCH—MP—TAC 

FrCl THEN 

RW TAC std ssr]THEN ASM SIMP TAC arith ss 

[DIFF_COS]])； 

当输入电压 (f)一一COSt时，有式(11) 

Vo( )一 I eostdt=sinx (11) 
J。 

在 HOIA中的形式化表示为： 

INTEGRAI O0S— l— Vz．0< 一 一 一> (integra1 

(O，z)c0s—sinx) 

证明过程如下： 

val INTDGRAL COS=store thin(”INTEGRAL C()S”， 

”!z．0< 一 -z一= > (integral(0，lz)cos— sinz)”， 

REPEAT STRIP TAC THEN REWRITE
— TAt[integra1] 

THEN 

SELECT
_ ELIM_TAC THEN CONJ—TAC THENL 

[-EXISTS
_

TAC”sin z— sin 0”THEN MATCH
—

MP
—

TAC 

FTC1 TH日N ASM
_

SIMP TAC arith
_ ss[DIFF_S1N~， 

RW
—

TAC std
—

ss[]THEN MATCH—MP—TAc DINT— 

UNIQ THEN 

MAP EVERY EXISlTS TACr”0：real”，”32；real”，”COS：re— 

al->real”] 

THEN ASM REWRITE TAC『I THEN 

SUBG0AL THEN”sin z— sin z— sin 0”ASSUME
—

TAC 

THENL 

ESIMP TA O]THEN
_  

C std ss[SlN 
REAL ARITH TAC，AL_L TAC 1 THEN 

ONCE
_

ASM
—

REW RITE
— TAC[]THEN MATCH—MP— 

TAC FFC1 THEN RW TAC std_ss口 THEN AS~LSIMP— 

TAC arkh_ss[DIFF_SIN~1)； 
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其时间窗口不符合任何一辆车的时间窗口，因此将其排除；乘 

客 3O号搭载距离比较长 ，搭载需求从站点 6至站点 61(见表 

6)，同时需要跨越多辆车的运行区域，某一辆车如果搭乘该乘 

客会使得总的花费大幅度提高，导致该乘客不能搭乘。 

图 4、图 5是通过实验运行得到的 17组解，通过运行迭 

代，得到最后的车辆一乘客路线总花费从最初的 30991下降到 

29773，搭乘率从一开始的 82．8 上升至 96．6 。 

图4 总花费 图 5 搭载成功率 

南于乘客 29的时间窗口小符合要求，因此本文在计算搭 

乘成功率时取底数为 30 1=29。 

另外 ，乘客 30的搭乘需求要跨越多个车辆运行区域 ，由 

于本文未涉及换乘概念，任何一辆车搭载之后都会大幅增加 

总花费，导致没有搭乘成功 ，最终只有 28名乘客成功搭乘。 

最后 3组解由于结果相同导致程序终止，经分析，符合实验要 

求，将最后 3组解(3组解相同)作为最优解输出。 

结束语 本文通过详细的多车辆模型构建、相对贴近实 

际的实验及分析对目前关于车辆合乘匹配问题研究中存在的 

模型单一、适用性低等特点进行了改进 ，通过吸引粒子群算法 

结合先验聚类相关思想实现车辆一乘客之间的匹配、排序，同 

时通过匹配再优化策略对得到的结果进行再优化，避免了因 

为初次误匹配对后期实验结果产生重大影响。实验结果表 

明，该算法能以较高的效率和搭载成功率求解车辆合乘匹配 

问题。 

由于针对车辆合乘问题的研究 比较少，关于该 问题的基 

础数据也比较少 ，因此在本文中基础数据生成过程需要较长 

时间，下一步将现实中的数据用于实验效果或许会更好。同 

时，根据实验结果，如果某乘客的搭载过程需要跨越多辆车的 

运行区域，则在考虑总花费的情况下会使得该需求长时间搭 

载不成功，此时可以考虑增加换乘概念，通过多辆车来接力搭 

乘该乘客。 
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结束语 本文基于高阶逻辑定理证明器 HOL4，实现了 

Gauge积分的运算性质和相关定理的形式化，以反相积分器 

的形式化验证为例证明 l『本文提出的定理库的有效性。本文 

的积分定理库 可 以在 HOL4中直接加载使用 ，它为使 用 

H0L4对积分相关的系统进行形式化分析和验证奠定 了基 

础 。 
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