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基于对偶超图正则化的概念分解算法及其在数据表示中的应用 

叶 军 金 忠。 

(南京邮电大学理学院 南京210046) (南京理工大学计算机科学与工程学院 南京 210094)。 

摘 要 针对概念分解算法没有同时考虑数据空间和特征属性空间中的高阶几何结构信息的问题，提出了一种基于 

对偶超图正则化的概念分解算法。该算法通过分别在数据空间和特征属性空间中构建无向加权的拉普拉斯超图正则 

项，分别反映了数据流形和特征流形的多元几何结构信息，弥补了传统图模型只能表达数据间成对关系的缺陷。采用 

交替迭代的方法求解算法的目标函数并证明了算法的收敛性。在 3个真 实数据库(TDT2、PIE、COIL20)上的实验表 

明，该方法在数据的聚类表示的效果方面优于其他方法。 
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Abstract The concept factorization(CF)algorithm can not take the geometric structures of both the data manifold and 

the feature manifold into account simultaneously．And CF algorithm can not consider the high-order relationship among 

samples．In this paper，a novel algorithm called hypergraph dual regularization concept factorization(DHCF)algorithm 

was proposed，which encodes the high-order geometric structure information of data and feature spaces by constructing 

two undirected weighted hypergraph Laplacian regularize term，respectively．By this way，the proposed method can over— 

come the deficiency that traditional graph model expresses pair-wise relationship only．Moreover，we developed the itera— 

tive updating optimization schemes for DHCF，and provided the convergence proof of our optimization scheme．Experi- 

mental results on TDT2 document datasets，PIE and COIL20 image datasets demonstrate the effectiveness of our method． 

Keywords CF，Hypergraph learning，Dual regularized，Manifold learning，Clustering 

1 引言 

随着计算机及网络技术的发展，人们可获取越来越多的 

高维数据，如文本、图像数据等。如何从海量的高维数据中挖 

掘出隐藏信息和有效数据 ，已成为现今机器学习、数据挖掘、 

社会网络分析等领域的研究热点l1。]。合适的数据表示方式 

能够挖掘出数据中的潜在结构，有利于数据的进一步处理。 

目前，矩阵分解方法作为一种有效的数据处理方式引起了许 

多研究者 的关注。常用 的矩阵分解算法包括奇异值分解 

(Singular Value Decomposition，SVD)、非负矩阵分解(Non— 

negative Matrix Factorization，NMF)_4 和概念分解 (Concept 

Factorization，CF)E 等 。 

最近的研究表明，人们观测到的数据一般都分布在高维 

空间中的低维子流形上 ，并有大量的流形学习技术被提出，用 

于发现数据潜在的几何结构l_6]，如 ISOMAPE ，LLEE ，La— 

place_g]特征映射等。这些流形学 习方法的基本思想都是保 

持局部不变性，即近邻点应该有相似的数据表示。在 NMF 

和 CF的框架下，已有许多文献对其进行了拓展。结合标签 

信息和稀疏性约束，胡学考等l1。。提出了基于稀疏约束的半监 

督非负矩阵分解算法(Nonnegative Matrix Factorization with 

Sparseness Constraints，NMFSC)。方蔚涛等_1 将二维主成 

分分析(2DPCA)的思想和 NMF的思想结合起来，提出了二 

维投影非负矩阵分解(2DPNMF)算法，该方法直接针对二维 

图像，不需要先将图像转化为一个向量 ，很好地保留了图像行 

列之间的局部相关关系。通过将图学习思想融入 NMF和 

CF方法中El2 15]，文献[121提出了图正则的非负矩阵分解 

(Graph regularized NMF，GNMF)算法 ，文献El5]提出了局部 

连续概念分解算法(Locally Consistent CF，LCCF)，这两种方 

法在文本聚类及人脸识别等应用中均取得了不错的效果，进 

一 步表明了数据的空间结构信息可以有效地提高学习的质 
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量。然而这些工作只考虑了数据空间的分布结构，没有利用 

特征属性空间的结构信息。最近，Shang F等[。 和 Ye J等[1 6_ 

分别在非负矩阵分解和概念分解框架下提出了同时考虑数据 

流形和特征流形的几何结构 的双图正则化非负矩 阵分解 

(Graph Dual regularization Nonnegative Matrix Factorization， 

DNMF)算法和双图正则化概念分解(Graph Dual regulariza— 

tion Concept Factorization，GCF)算法，均取得了不错的效果。 

这也进一步说明了不但数据空间的几何结构信息可以有效地 

提高学习的质量，同时特征属性空间的几何结构信息也能对 

学习的质量起到辅助作用。但这些方法均使用简单图学习的 

方式来反映数据对象间的局部几何关系。事实上 ，实际中的 

数据分布是非常复杂的，简单图学习不能挖掘出数据间更高 

阶的几何关系，从而不能更好地利用几何信息来对数据进行 

处理表示。超图学习[1 。。8_扩展了传统简单图模型中两个顶 

点组建边的构图方式，以具有某种相似属性的数据子集构建 

超边，可以有效地刻画数据问的高阶关系，文献[19—21]表明， 

将超图学习用于矩阵分解中可以大大提升分类性能。 

因此，为了进一步挖掘数据间更高阶的几何信息，在双图 

正则化概念分解(GCF)算法的基础上，提出了一种基于对偶 

超图正则化的概念分解算法(Hypergraph dual regularization 

Concept Factorization，DHCF)，该算法分别在数据空间和特 

征空间构建超图来反映它们各 自的分布流形几何结构信息， 

以此来获得样本间高阶的几何结构信息。建立基于对偶超图 

正则化的概念分解模型，推导出该算法的交替迭代更新规则， 

给出该算法的收敛性证明，实验结果表明了算法的有效性和 

准确性。 

2 相关工作 

2．1 概念分解(CF)算法 

给定一个非负矩阵 x—Ex 一，X ]∈RM ，x的每一列 

代表一个样本。CF算法的 目标是寻求两个非负矩阵 w一 

[ ]∈R ，V一[ ]∈R “，其中K<<min{M，N}，使其满 

足 X~XWV 。CF的目标函数可表示为： 

min：。，cF— ll X--XWV S．t．W，V≥o (1) 

针对式(1)，记 K一 ，rx，Xu等[5 给出了相关的乘积更新 

迭代算法来求解上述问题。 

一 咄 
(2) 

，+  (K )，6 咏 一 一
(VW 'rK'W )jk 

2．2 双图正则化概念分解(GCF)算法 

Ye J等ll胡在概念分解算法的基础上同时考虑了数据和 

特征属性的几何结构信息，提出了双图正则化的概念分解算 

法。其 目标函数可表示为： 

min：J0 一 I}x一 T ll +aTr(V，rLvV)+|8Tr(wT 

LwW ) (3) 

S．t．W ，V≥0 

其中，Lw—X Lf，X—X (I)U—sU)X=Dw—Sw。 

针对式(3)，Ye J等人 。 给出了相关的乘积更新迭代算 

法来求解上述问题。 

⋯  (K w ) 一  

丽 哺 
(4) 

+ l f ( aS V) 
一  —

(VW TKW4—-aDVV)jk 

3 基于对偶超图正则化的概念分解(DHCF)算法 

3．1 构建对偶超图正则项 

假设超图 G一( ，E，w)，V 是节点集合，E为超边集 

合 ，w 为由超边的权重构成的对角矩阵，其中wf，一∑ ∑ 

为任意两点的权重。文献[17]给出了超边权重的计算 

方法 ，定义 和D 为对角矩阵，分别表示顶点的度和超边 

的度。根据文献r-17]，超图的拉普拉斯矩阵可表示为 一 

D 一S，其中S=H!ffDe H 。数据映射到低维空间后，构建超 

图正则项。最近的研究表明：观测到的数据分布在一个低维 

子流形上，称为数据流形 ；数据的特征也分布在一个低维子流 

形上，称为特征流形[ 。我们分别用两个超图来刻画数据流 

形和特征流形的几何结构，即数据超图和特征超图。 

3．1．1 数据超 图 

设图的顶点集合为数据集{X 一， }，根据文献[17—183 

计算超边权重，则数据超图的拉普拉斯矩阵可表示为 工 一 

D 一s 。令 V—EvT，⋯， ] ∈R 为待求的低维数据表 

示，则该数据表示的平滑度为： 

一 专磊 一 ll 
一 Tr(VTD V)一 Tr(V S V) 

一 Tr( L V) (5) 

3．1．2 特征 超 图 

类似地，将图的顶点集合定义为特征集{ 、，⋯，而 }，重 

新构造超图，可以得到特征图的拉普拉斯矩阵： 一X 

X=XT(D —s“)x—D̂w—s ，令W [ ，⋯， ] ∈ 

R 为待求的低维数据表示，则相应的平滑度为： 

一 丢磊 一 I。 
一 Tr(W  Dww )一Tr(W S W ) 

一 Tr(W 雎 w) (6) 

3．2 构建 DHCF算法的目标函数 

为了同时考虑样本的数据流形和特征流形的几何结构信 

息 ，在 CF算法的目标函数中添加基于超图的数据图和特征 

图正则项 ，得到 DHCF算法的目标函数为： 

min：J (w，V)一 }X--XWV II +d +觞 
w’ 。 (7) 

S．t．W ，V≥0 

其中，a≥O，口≥O为正则化参数。 

3．3 DHCF目标函数的求解 

DHCF算法中的 目标函数 J (w，V)是关于两个变量 

w 和y的非凸函数，因此求其全局最优解是不现实的。利用 

交替迭代法可得到问题的局部最优解。根据矩阵的两个性 

质：Tr(AB)一Tr(BA)和 Tr(A )一Tr(A)，记 K—X X，目标 

函数 Joncr(w， )可重写为： 
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JⅨ 一Tr[(x一 V ) (X--_~VV )]+ Tr(V，r 

1 y)+口Tr(w w) 

一Tr(K)一2Tr(VW K)+Tr( W KWV )+ Tr 

(y V)+ Tr(w  w ) (8) 

令 一[ ]， —E~'jk]为约束w≥O和V≥O对应的拉格 

朗日乘子，则式(7)的拉格朗 日函数 L为： 

L—Tr(K)一2Tr(VW K)+Tr(VW l ”， )+ Tr(y 

工 v)+ Tr(w 妒 w)+Tr(WW )+Tr( V) 

(9) 

对函数 L分别关于w 和 V求偏导，由KKT最优性条件 

可以得到 DHCF算法的更新迭代公式为： 

一  ㈤， 一 丽 茸面 uJ 

一  (VW TK W-~ aDVV)jk (11) — —  L̈ J 

3．4 DHCF算法的收敛性证明 

定义 1 当满足条件：G(w， )≥F(叫)和 G(w，叫)一F 

(叫)时，G(w，硼 )为 F(叫)的一个辅助函数。 

引理 1 若 G为F的辅助函数 ，则函数 F在如下的更新 

公式下为单调下降的。 

叫( + 一arg min G(w， ) (12) 

证 明： 

F(叫( + )≤G(叫 K+̈ ，7Y．3 K’)≤G(训‘ ，叫‘K )一F( K ) 

令 Wab为矩阵w 的元素，R 为 目标函数J一 中仅与 

W 元素有关的项，即： 

一 II x一删  }J。+J8Tr(w w) (13) 

考虑到算法是基于元素运算的，首先证明 R 在式(10) 

下为单调下降的。事实上 ，由于： 

一 (一2 ，+2 V+2pL w) 

F =2(K) (vTV)bb+ (1 ) 

引理 2 函数 G(w， ’)为 的辅助函数。 

G(w， ’)一 ( )+ ( )(叫一 )+ 

( 一 )z (14) 
训  

证明：由定义 1，显然 G(w，叫)一 (叫)。令 (叫)的 

Taylor展开序列为： 

( )一 ( )+ ( )( 一 ) (K) 

(vTv)∞+ ( ) ](叫一甜  ) 

由式(14)可知，证明 G(w， )≥ (叫)等价于证明 

≥(K) (VTV) +J8( 叫  。 、 

(15) 

事实上 ： 

(KWV V) 一∑ (Km  ( V) ≥ ( v) (VTV)砧 

≥ ∑ (K) 叫 (VTV)拍≥ (K) (VTV)66 

日 

fl(DYW)~ M( ) ， ( ) 叫 ( ) ’ ( ) 叫 

>~p(DY--S ) 叫 一口( ) 

因此，不等式(15)成立，即 G(w， )≥ (训)。 

引理 3 函数 G(v， )为 的辅助函数。 

G(v，冼 )一F (圪 )+ ( )( 一 ’)+ 

( 一 )z (16) 
击 

其中， 一 1I x— V ll +dTr(vT工 V)。 

引理 3的证明过程同引理 2的证明，限于篇幅，此处具体 

证明参见引理 2。 

定理 1 对于给定的数据 x及任意的W≥O，V≥O，提出 

的交替迭代更新规则式(10)、式 (11)可使得目标函数 _， 

(W，y)单调下降。 

证明：由引理 2，将式(14)、式(16)分别代入式(12)得： 

州  L  

丽  麓 
一 "l,U

a

㈤

b ( ( V y+ D W) 

(⋯ )一 ㈤  ㈤ F ( ’) 
一  

一 干 

一  

( KW丽+a Sv V) ~ (18) 
(Ⅵ V+aD V) 

由于式(14)、式(16)分别为 及F 的辅助函数 ，因此 

及F 分别在迭代更新式(1o)、式(I1)T~单调下降的。 

3．5 DHCF算法的具体步骤 

输入：数据集矩阵x 

输出：分解后的矩阵 w和 V 

1．初始化参数，设定近邻点参数 p、分解维度 K、正则化参数 a和 B，以 

及最大迭代次数(IterMax)； 

2．计算数据超图和特征超图的邻接矩阵 S 和S ； 

3．计算对角矩阵 和Dw； 

4．随机生成非负矩阵 w和 V； 

For t一1：herMax(t为迭代次数) 

5．固定 V“’，根据式(10)更新 w得w‘ +1)； 

6．固定 w ”，根据式(11)更新v得V ； 

7．重复步骤 2和步骤 3，直至目标函数式(7)收敛； 

End For 

3．6 DHCF算法的复杂度分析 

为了比较本文所提算法和其他算法的复杂度，对 CF， 

LCCF，GCF和 DHCF算法的计算复杂度进行了比对。经过 t 

次迭代更新后 ，NMF算法的计算复杂度为 0(tMNK)。CF， 

LCCF和0 F算法的计算复杂度分别为O(fN2K+ M)，0 

( M+ N2K)和 0(N2M+M +￡N2 K)。对于 DHCF算 

法而言，由于创建数据超图和特征超图所需的计算复杂度为 

O(N M+NM。)，且数据超图和特征超图中的加权矩阵 

和S 都是稀疏矩阵，因此迭代求解的计算复杂度为 0(tN 

K)，故本文所提算法的总计算复杂度为 O(N M+NM + 

tN0K) 

4 数值实验 

4．1 聚类实验 

为了验证本文所提算法的有效性，分别在文本数据库 

TDT2以及图像数据库 PIE和 COIL20这 3个数据集上将所 

提DHCF算法与 NMF，GNMF，CF，LCCF，GCF算法进行聚 

类比较实验。聚类实验中常用准确率(ACCuracy，ACC)和归 
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一 化互信息(Normalized Mutual Information，NMI)[5 作为聚 

类算法的评价标准。 

(1)TDT2文本数据库：包含了 56类的 10021个文档。 

(2)PIE人脸数据库：选择了 68人的 11554幅图像，除第 

38个人是 164幅图像外，其余人都是 170幅图像 。本实验中 

图像是大小为 32*32的灰度图像。 

(3)COIL20物体图像数据库：包含了 2O个物体的 1440 

幅图像，图像是大小为 32*32的灰度图像。 

实验中，对于不同的聚类数 k(尼一2，⋯，10)，DHCF算法 

与 5种相关的比较算法在 3个数据库上进行 2O次实验的平 

均聚类结果如表 1一表 3所列。从表 1一表 3可得到如下的 

结论 ： 

(1)在 TDT2数据库中，本文所提算法比传统 CF算法的 

平均 ACC和 NM1分别提高了 11．38 和 12．21 ，比 GCF 

算法分别提高了 2．09 和 3．19 。在 PIE数据库中，DHCF 

算法比CF算法的平均 ACC和 NM1分别提高了 13．78 和 

12．O8 ，比 GCF算 法分别提 高 了 3．08 和 2．35 。在 

COII 20数据库 中，DHCF算法 比 CF算法 的平均 ACC和 

NM1分别提高了 11．95 和 14．O2 ，比 GCF算法分别提高 

了4．38 和4．86 。 

(2)GNMF和 LCCF算法由于利用了数据分布的几何结 

构信息，所取得的聚类效果比 NMF和 CF本身所得效果更 

好。这表明数据分布的几何结构在进行聚类时是有效的，特 

别对于图像数据集，它们 的空间分布具有潜在的流形结构。 

另外，在 3个数据库中 GCF算法所得效果优于 LCCF算法， 

这是因为 GCF算法不但考虑了数据流形的几何结构信息，而 

且也利用了特征流形的结构信息。 

(3)最后，本文提出的 DHCF算法比 CCF算法的聚类效 

果更好，其原因是 DHCF算法在构造反映数据流形和特征流 

形最本质的几何结构信息时，利用超图进行构造，能够挖掘出 

样本间更高阶的信息，尤其是在图像数据集中反映得更加的 

明显 。 

表 1 TDT2数据库上的聚类实验结果 

4．2 参数选择 

提出的DHCF算法主要有 3个参数 ：构造超边时所需近 

邻点数 P和两个iE．~Jl化参数 和 。为简便起见，设定两个 

正则化参数为相同的数值，即a一口。故下面讨论 DHCF算法 

关于两个参数的稳定性 ，即给出算法参数设定值与算 法的 

聚类准确率 (Accuracy)之间的变化关 系。当讨论正则化参 
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数 a时 ，设定创建超边时所选择的近邻点数 P等于 5。类 

似地 ，讨论 时 ，设定正则化参数 a等于 100。为了同时能 

与 GNMF，LCCF和 GCF算法进行 比较，实验中也设定 

GNMF，LCCF和 GCF算法 中的图正则参数与近邻点数的 

TDT2 database 

取值与本文相 同。分别在文本数据库 TDT2以及图像数 

据库 PIE和 COIL20中进行了比较实验 ；同时 ，NMF和 CF 

算法作为参考数值，将其一并给出。实验结果如图 1和图 

2所 示 。 

PlE database COIL加 database 
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图 1 各种算法的聚类准确率随正则化参数改变的变化情况 
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图 2 各种算法的聚类准确率随构建超边顶点数改变的变化情况 

由图 1和图 2可以得到如下的结论： 

(1)提出的 DHCF算法对于两个正则参数而言是非常稳 

定的。当两个正则化参数在 1至 1000的范围内取值时，算法 

能够取得不错的聚类效果。同时，DHCF算法本身所得的结 

果要优于其他算法。 

(2)提出的DHCF算法的聚类准确率随着最近邻数取值 

增大到一定程度后而降低，这是由于过大的最近邻数生成的 

图不能准确地反映样本间固有的几何结构。 

结束语 本文提出了一种基于对偶超图正则化的概念分 

解算法，可同时利用数据流形和特征流形的几何结构信息，通 

过分别在数据空间和特征属性空间中构建无向加权的拉普拉 

斯超图正则项，分别反映了数据流形和特征流形的多元几何 

结构信息，弥补了传统图模型只能表达数据间成对关系的缺 

陷；本文还给出了 GHCF算法 的目标函数及迭代更新公式， 

证明了算法的收敛性。大量的实验结果表明提出的算法比已 

有相关算法在数据表示方面的性能更好。 
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足视频颜色校正系统平台的实时性要求，能够应用到视频实 

时处理平台上。 
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