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稀疏约束图正则非负矩阵分解 
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(辽宁师范大学数学学院 大连 116029) (北京科技大学计算机与通信工程学院 北京 100083)。 

摘 要 非负矩阵分解(NMF)是在矩阵非负约束下的一种局部特征提取算法。为了提高识别率，提 出了稀疏约束图 

正则非负矩阵分解方法。该方法不仅考虑数据的几何信息，而且对系数矩阵进行稀疏约束，并将它们整合于单个Ifl标 

函数中。构造了一个有效的乘积更新算法，并且在理论上证明了该算法的收敛性。在 ORL和MIT-CBCL人脸数据 

库上的实验表明了该算法的有效性。 
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Abstract Nonnegative matrix factorization(NMF)is based on part feature extraction algorithm which adds nonnegative 

constraint into matrix factorization．A method called graph regularized non-negative matrix factorization with sparseness 

constraints(GNMFSC)was proposed for enhancing the classification aecuracG It not only considers the geometric struc— 

ture in the data representation，but also introduces sparseness constraint to coefficient matrix and integrates them into 

one single objective function．An efficient multiplicative updating procedure was produced along with its theoretic justifi— 

cation of the algorithmic convergence．Experiments on ORL and MIT-CBCL face recognition databases demonstrate the 

effectiveness of the proposed method． 
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1 引言 

非负矩阵分解(NMF)_1。]是在矩阵中所有元素均为非负 

数约束条件之下的矩阵分解方法，目的是为非负矩阵 V一 

[z ，．72z，⋯，,27 ]∈R 寻找适当的非负基矩阵WE 和非 

负系数矩阵H∈ ，使它们的乘积近似于原始非负矩阵 ， 

可写为如下形式 ： 

V~．WH 即 一(WH)o一 ∑ (H)aj 
n 一 』 

其中， <min(m， )，因此，矩阵 w 可以看作是对原始数据 

矩阵V进行逼近的一组基，而 H是样本集 在基 w 上的非 

负投影系数矩阵，系数矩阵是原始数据矩阵的降维结果；原始 

矩阵V的列向量 为基矩阵w 的列向量 ，的线性组合， 

组合系数为矩阵 H对应的行向量。 

NMF白提 出后受 到了广 泛的研究与应用，为了提高 

NMF算法的有效性和识别率，人们提出了它的许多改进算 

法。HoyerE。]把NMF算法和稀疏编码结合在一起形成非负 

稀疏编码(NNSC)方法，使分解后的系数具有较好的稀疏性， 

这样用更少量的元素表达原有信息，可节省存储空间提高运 

算效率。¨等l4]在标准的NMF目标函数基础上对基施加空 

间局部化限制提出了LNMF算法。Liu等l5]修改了 Hoyerf3] 

中描述的方法，用KL代替了欧式距离，提出了SNMF算法。 

HoyerE。]对LiuE j的工作做了进一步的发展，提出了可精确控 

制稀疏性的算法(NMFSC)，它最具特点也是最具创新性的地 

方是以非线性投影实现对稀疏性精确控制。Wang等[ ]和 

Zafeiriou等_8]分别提出了将线性判别分析(LDA)的判别信息 

融合在 NMF中来提高 NMF算法的判别能力，即判别非负矩 

阵分解(DNMF)。 

许多现实世界中的数据是嵌入在高维欧氏空间中的非线 

性低维流形上的_9]。然而，NMF算法和许多改进的 NMF算 

法在处理数据时，没有考虑数据的内蕴几何结构，它是假设数 

据的分布是全局线性的，这就大大地限制了数据位于非线性 

流形NMF算法的使用。与传统的线性降维算法相比，流形 

学习算法能揭示数据内在的几何结构，寻找高维数据在低维 

空间中的紧致嵌入。因此，蔡登教授等[10,II]针对流形数据提 

出了图正则非负矩阵分解算法，该方法在矩阵分解过程中明 

确考虑了数据集携带的几何信息：如果数据点在原空间是邻 

近点，那么对应到新的基下也是邻近点。本文在 GNMF的基 

础上加入稀疏约束，提出了稀疏约束图正则非负矩阵分解 
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(Graph Regularized Non-negative Matrix Factorization with 

Sparseness Constraints，GNMFSC)，该方法在考虑几何结构 

的同时对系数矩阵进行稀疏，这样节省了存储空间，提高了算 

法的有效性。 

2 非负矩阵分解 

给定非负矩阵 一[z ， ，⋯，z ]∈R ，寻找适当的 

非负基矩阵WER 和非负系数矩阵H∈R ，其中， 为 

数据样本的个数，V的列向量z ( ：1，⋯， )表示一个样本， 

从数学规划的角度，NMF要最小化如下目标函数： 

．，胛 一÷ II —wH s．t．w≥0，H≥o (1) 

式中，ll· 表示矩阵的 Frobenius范数。 

Lee和 Seungl1 给出了如下的乘性迭代规则 ： 

(2) 

一 (3) 

3 图正则非负矩阵分解(GNMF) 

GNMF非负分解在矩阵分解过程要求使降维后的数据 

保持原始数据的几何信息。在分解过程中，GNMF做了如下 

的假设：若点z{和点 ，在原空间中是邻近点，那么在新的基 

下所对应的坐标 和 也一定是接近的。 

设原始数据点构成的图为G，其中 是权矩阵，N (五) 

表示 的P个近邻，则 

f1， Xi∈ (而)或 而∈ (x1) 

l0 ，其他 

定义L=D--S，D是对角矩阵， 一∑ S ，L是拉普拉 

斯矩阵。 

GNMF最终的目标函数为： 

‘， 一专ll V—WH 2 1 (HLI-fr) ㈤ 
S．t．W≥O，H≥0 

式中， ，口为大于0的常数， 

Cai等E“ 给出了如下的乘性迭代规则 ： 

矿̂ 一％ ( W
w

rV

H

)q

) 

+

+

I (H

(HD

S)q (5) 

蚶  一毗 (6) 

4 稀疏约束的图正则非负矩阵分解(GNM C) 

近年来，信号处理领域得到广泛关注的一个问题是稀疏 

表示，稀疏表示就是将一信号分解为一系列基信号的线性组 

合，并希望组合系数尽可能多的为0。Lasso(Least Absolute 

Shrinkage and Selection Operator)用于描述一类有约束的优 

化问题，且用自变量对因变量进行线性回归，并限定回归系数 

为 范数不超过某个阈值。由此可见，Lasso算法与稀疏表 

示是一脉相承的。借助于机器学习技术，稀疏表示应用于降 

噪及超分辨率等图像处理问题。2007年 Cai等通过对投影方 

向施加稀疏性约束提出了统一的稀疏子空间学习算法[1 。 

如果对GNMF加上系数矩阵稀疏约束，那么就可以得到更加 

有效和稀疏的系数矩阵，从而节省了存储空间，提高了分解质 

量。 

综合GNMF和系数矩阵稀疏约束条件获得的新的最小 

化目标函数为 ： 

Jc~sc一÷J『 —wH ll}+÷ r(HLFF)+ ll H ll 1 

S．t．W≥O，H≥O (7) 

式中， ， 为大于 0的常数。 

如下，利用最速下降法和迭代法，可以推导出式(7)的乘 

性迭代规则；首先新的目标函数可表示为： 

J㈣ 一÷ Tr((V—wH)(V—wH) )+÷ 1、r 

(HLHr)+ ll Hll 

一 ÷ Tr( )一Tr(VH V )+÷ 

(WHH )+寺Tr(HLH"r)+ Hll 

S．t．W≥ O，H≥0 (8) 

由Lagrange定理： 

J 一÷Tr( )一 (Ⅲ  )+÷2tTr(HL ) 

+÷~Tr(WHH Wr)+ I1 H II 1+Tr(XItW"r) 

4-Tr(~I-[r) 

则 Jc~ sc关于 和H 的偏微分为： 

—

~)J GN MFSC
一一V=H +wHH + (9) 

一一w V+w wH+ HL+ + (1o) 

式中，j∈R 是全 1矩阵。 

由KKT条件 如hq=O和幽Wq一0，得到如下关于 和 

W 的公式(即 w 和 H 的乘性迭代规则)： 

一的 (w
WH

rv

)

) o

+

+ I

(

(

HD

H S

)

) ~j (11) 

蚶  一毗 (12) 

5 算法收敛性证明 

这一部分研究算法的收敛性，首先引入辅助函数的定义。 

定义 1 设 G(h，矗 )为 F( )的辅助函数，满足条件：G(h， 

h )≥F( )，G(矗， )：F( ) 

引理 1 如果 G(h，h )是 F( )的辅助函数，则 F(̂)在下 

面迭代规则下是非增的： 

h升 一argmin~G(h，h ) (13) 

证明：由上可以得到的结论为，h=h升 时函数 G(h，h )取 

最小值 ，根据定义 1，G(h件 ，h )大于等于 F(h升 )，用不等式 

概括为： 

F(hr。。 ) _G( ，h )≤G( ，h ) F( ) 

注意到 F(h升 )=F( )只有当 为G(h，h )的局部极小 

点时才成立。如果函数 F的导数存在且在h 的一个极小领 

域内连续，则微分vF(h )一0。通过式(13)可得到一列收敛 

到局部极小点  ̂ =argminhF(h)的序列： 

F(h )≤⋯≤F(̂件 )≤F(h )⋯≤F(h )≤F(h。) 

可以看到通过定义这样的辅助函数G(h，h )，对于目标 

函数．厂 ，其相应的迭代规则能满足 h件 一argminhG(h， 

h )。 

对于 H中的任何元素 ，我们用 表示JG~ sc中仅 

与 有关的部分，很容易得到： 
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一 ( ) 一(一 + wH+ HL+ )∞(14) 

一 (w w) +AL (15) 

引理 2 函数 

G(h，ha)一 ( )+ (ha)( 一 )4- 

(̂一坛 )z (16) 2 ⋯ ⋯  

是 的辅助函数。 

证明：显然 G(h，̂)一 ( )，只需要证明 G(h，h )≥ 

(̂)，为了证明这个问题，比较 (̂)的泰勒展式： 

F ( ∞)一F ( )4-F (̂ )(h—ha)4-[(w V ) 4- 

L∞]( 一 ) (17) 

与式(17)比较后得到G(h，乩)≥ ( )等价于： 

未 ≥( w) 4-1 (18) 2̂ ⋯⋯ ～ ⋯ 

我们有： 

(WrWH)∞+ ≥ (WrWH ) 一 ∑(WrW) ̂  

≥ (W W) (19) 

并且 

(HD) 一 ∑圮，D ≥ 坛 D ≥ (D—S) 

=ahgL∞ (2O) 

引理 3 通过最小化辅助函数 G( ，坛 )可以得到式 

(11)，ha是第 t次迭代的解。 

证明：为r得到最优解，辅助函数G( ，地)对h进行微分有： 

一  (坛 )+ (̂ 一 
dlz h 

ha)一0 (21) 

因此能够得到 的更新规则为 ： 

(一 V+Ⅵ丌WH+ HL4-flI)曲+ 

(̂ 坛 )一0 

一  V+ WH 4- HL+ 一W WH — HD一 4- 

WrWH4- 1HD4-flh
— O 

凡 

一

V HS-~WrWH4-
． 

)'HD4-fllh一0 
凡 曲 

WrWH4- AHD4-~3Ih
一 一 w rv+aHS 

一̂ 地 W TV 4- aH丽S j 

所以更新规则为： 

一坞 (W
wH

TV

)

) q

+

4-

(

( a

H

H

耽

S)~ 

同理可得 ，的更新规则为： 

蚶  一毗 

6 实验与结果分析 

实验采用了两个比较著名的人脸数据库，分别是ORL人 

脸数据库和MIT-CBCL人脸数据库。在实验中，所有人脸图 

像都经过了标准化处理，即首先标出人脸图像中两眼的位置 

并在该位置将图像对齐，然后剪切出图像中的面部区域并将 

其缩放成统一的32×32大小，图像最终按列堆叠成 1024维 

的向量。 
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6．1 数据集 

ORL人脸数据库中有 4O个人的面部图像，每人有 10种 

不同的姿态，每幅尺寸为 92×112的像素，即 92×112的矩 

阵；人脸姿态有相当程度的变化，深度旋转和平面旋转可达 

20度 ，人脸的尺度也有多达 10 的变化。本文在 ORL人脸 

数据库上选取200图作为训练集(即每人 5幅图)，其它的作 

为测试集 。 

M1T-CBCL人脸数据库 由 10个人的 2000幅人脸图像 

构成，人脸姿态有很大的变化，其平面旋转最多可达 9O度 ，选 

取 MIT CBCL人脸图像数据库 中的 10个人，随机选取每个 

人的lO幅图像作为训练样本，另外选 1O幅作为测试样本，这 

样就共有 100幅训练人脸图像样本 ，100幅测试人脸图像样本。 

6．2 参数(特征维度)r的选择 

在 GNMFSC算法中，基矩阵的维数 r的取值很重要，它 

影响着算法的收敛速度，虽然从理论上讲 r％％min(m， )，但 

是 r的取值过大或过小都会影响算法的收敛性和分解后的重 

构误差。图 1和图 2分别表示在数据库 ORL和数据库 

CBCL上r取不同值时 GNMFCSC算法对应的误差曲线；由 

图可知，在 ORL数据库上取 r一25时误差最小，而在 CBCL 

数据库上 r=49时误差最小(其中参数 一1， 一1)。 

图 1 r取不同值时的误差曲线 图2 r取不同值时的误差曲线 

6．3 识别率分析 

为了进一步验证 GNMFSC算法 的有效性，进行了人脸 

识别实验，比较了该算法与几种经典的子空间学习算法；这些 

对比的算法 包括主成分分 析 (PCA)、标准 非负矩 阵分解 

(NMF)、稀疏非负矩阵分解(SN )、图正则非负矩阵分解 

(GNMF)。 
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图3 在 ORL数据库上 r取不同 图4 在 CBCL数据库上 r取不 

值时5种算法的识别率 同值时5种算法的识别率 

图 3和图 4给出了在选取不同特征维数时这 5种算法在 

ORL人脸数据库和CBCL数据库上的识别率；其中将实验重 

复进行 lO次，并取其识别率的平均值作为最终的实验结果。 

由图3可以看出，在 ORL数据库上相比其他的 4种算法， 

GNMESC得到了更好的识别效果，并在特征子空间维数 r一 

49时，达到了最高识别率 88．50 ；由图 4可知，在 CBCL数 

据库上，GNMESC在特征子空间维数 r一64时，达到了最高 

识别率86．15 ，同样GNMFSC相比其他的4种算法得到了 

相对较高的识别率。 
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6．4 基图像的稀疏度 

首先定义度量稀疏度的函数[6 为： 

(z)：4
—

~
—

-

—

(
—

2
—

1
=

32
—

,I
—

)／
—

,／
—

$
一

7 (22) 

√ 一1 

式中，n是向量z的维度，O≤sp(x)≤1，当且仅当z仅有一个 

非零元时，函数值为 1；当且仅当所有的元素相等时，函数值 

为 0。 

图5和图6分别表示在数据库ORL上特征维数 r取值 

25、在数据库CBCL上特征维数r取值 49时，用NMF算法、 

GNMF算法、GNMFSC算法对由训练图像构成的非负矩阵 

进行矩阵分解得到的基图像，其中用式(22)度量稀疏度，把基 

矩阵w 看作向量，计算稀疏度。 

NMF(稀疏度03843) GNMF(稀疏度0．4019) GNMFSC(稀疏度0．4232) 

图 5 3种算法在特征维数 r为25时提取得到的基图像 

NMF(稀疏度04010) GNMF(稀琉度04161) GNMFSC(稀琉度04352) 

图6 3种算法在特征维数 r为49时提取得到的基图像 

由图5和图6可知，在这两个数据库上对比这 3种算法 

的基图像稀疏度，NMF的稀疏度最差，GNMFSC的稀疏度最 

高，超过了GNMF基图像的稀疏度。也就是说，与 NMF算 

法、GNMF算法相比，GNMFSC算法得到了最佳的局部表 

刁 。 

结束语 提出了稀疏约束的图正则非负矩阵分解，并给 

出了迭代公式以及收敛性证明。以 ORL人脸库和 CBCL人 
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脸库的数据作为实验对象进行验证，得出新算法具有更好的 

识别率，并提取到既稀疏又具有很强判别能力的基图像。 
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