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交换超立方网络的嵌入问题研究 
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摘 要 交换超立方网络作为超立方网络的一个变种，具有 良好的递归性和理想的网络参数。根据交换超立方网络 

的相关性质研究了E_2DMesh网络和超立方网络的嵌入问题 ，并得出如下结论：(1)当max(s，f)<7时，不存在 dilation 

一 1的 EM(2 ，2 )到￡H( ，￡)的嵌入映射( + ≤ 4-t4-1)。(2)EM(2 ，2 )可以 expansion=2，dilation=4，1oad=1 

嵌入 EH(s， )。(3)当min(s， )>1时，不存在 dilation=1的 Q 到EH(s，￡)的嵌入映射( 一s4- )。(4)Q 可以 ex- 

pansion=2，dilation=3，congestion=1，1oad=1嵌入 EH( ， )( — + )。上述结论进一步说明了交换超立方网络具 

有良好的扩容性。 
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Abstract As 8 new variant of hypercube，the exchanged hypercube has nice recursiveness and preferable network pa— 

rameters．Based on the relevant properties of exchanged hypercube，this paper studied the problems of embedding E_ 

2DMesh networks and hypercube networks into exchanged hypercube．The following conclusions are obtained：(1)for 

max(s，t)<7，there is no mapping embedding for EM(2 ，2 )into EH(s， )(m4-n--_<5"4-t-t-1)with dilation=1．(2)EM 

(2 ，2 )can be embedded into EH( ， )with expansion=2，dilation=4，load=1．(3)for min(s， )> 1，there iS no map— 

ping embedding for Q into EH(s， )( 一 + )with dilation=1．(4)Q can be embedded into EH(s，￡)with expansion 

一2，dilation=3，congestion=1，load=1( —s4-￡)．The results show that exchanged hypercube has nice versatility． 
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1 引言 

互连网络结构作为并行机体系结构的一个热点问题，受 

到人们普遍的重视，如今人们已设计了多种互连网络拓扑结 

构_】 ]，如：Hypercube(超立方体)、Star(星型)、Mesh(网格)、 

Toms(环绕)、Ring(环)、Tree(树)等 ，其 中交换超立方网络， 

作为超立方网络的一个变体结构，不仅保留了超立方网络的 

良好递归性、结构对称性等优良特点，而本身也降低了网络互 

连的复杂性 。 

对于一个新设计的网络模型，人们往往特别关心其兼容 

性和扩容性的问题，也就是网络模型的可嵌入性问题，网络的 

可嵌人性是计算机科学理论中的一个重要研究课题 6̈’ 。网 

络的可嵌入性，反映了网络的通用能力，它在互连网络结构的 

模拟与重构、并行算法中运算的组织、数据结构的存储方式以 

及VLSI芯片中电路拓扑结构的研究等方面有着广泛的应 

用 删 。在文献E51中，Peter K．K Loh等人提出将线性阵 

列、环、Mesh和 维立方体等网络模型嵌入交换超立方网络。 

对于其它网络模型的嵌入交换超立方网络目前研究得较少， 

本文将研究 E-Mesh网络 “]、超立方网络在交换超立方网中 

的嵌入问题，希望其能成为交换超立方网应用的有益支撑。 

2 相关知识 

为了研究的需要，给出如下相关知识。 

定义 1[ 设G和H为无向图，若存在( ， >映射对，使 

得V uEG， (M)∈H，V(“， )∈E(G)，存在 将( ， )映射为 

H 中连接 ( )和 ( )的路 ((“， ))且 j Gl≤ l Hf，则称( ， 

>为G到H 的嵌入映射，即：G可嵌人到H 中。 

定义 2 设 G和 H 为两个无向图，( ， )为 G到 H 的一 

个嵌入映射。则网络嵌入效率的4个评价标准如下： 

(1)expansion(拓展)一lHi／lGl。 

(2)load(负载)一 max (1oad(v))，其中，load 
VuEV(0 ， 一dM)∈ (H) 

( )为 V在嵌入映射下的负载。 

(3)dilation(延伸)一 max (min(p(“)， 
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(v)))，其中，min(9(u)， ( )))为 ( )和 ( )之间的最短路 

径的长度。 

(4)congestion(拥塞度)一 max (congestion( ，口))， 
V( ， )E (H) 

其中，congestion(u， )为 的所有像中含有边( ， )的路的个 

数。 

定义 3 交换超立方网定义为如下的一个无向图：EH 

( ，￡)一( ，E)(s≥1， ≥1)(s≥l，f≥1)，其中， 为顶点集且 

一 {a 1⋯ao 一l⋯bocIa ， ，cE(o，1)，i∈[0，s)， ∈[O，￡)}； 

E为边集且 

E— 

r( ，忱)EVXV， 若 0 v2—1 

I 1[s+t， +1]一 [s+t， +1]， 

< H( It，1]， Et，1])一1， 若 [o]一 [0]一1 

J H(v1[ + ， +1]， [ +￡，t-+-1])=1， 

【 Et，1]一 2 Et，1]， 若 [o]一 Eo]=o 

式中，0表示异或运算 ， [z， ]表示顶点 的第 z位与第 y 

位之间的比特串(包含第 z位与第 y位)。H(v ， )表示顶 

点 与顶点 的汉明距离，其中( ，v2)EV~V。 

定义4F ] K2DMesh网络 E 是由／7／行n列构成， 

共有 优×n个结点，其中节点按坐标(z， )给出， 一1，2，3，⋯ 

m，．)’一1，2，3，⋯n。两个结点(zl，Y1)和(z2，Y2)相邻，当且仅 

当满足关系式 1≤ I-z 一zz l+ I Y 一Yz I≤2且 0≤ 】Xl—zz I 

≤1及 O≤ l --yz{≤1，其内部结点的度为 8。 

3 E-2DMesh网络的嵌入问题 

本小节考虑将 E-2DMesh网络嵌入到交换超立方 网络 

中。 

引理 1n ] 如果图G可以dilution一1嵌入图 H，则图 G 

的度必然小于或者等于图 H的度。 

定理 1 当max(s，￡)< 7时，不存在 dilation=1的 EM 

(2 ，2 )到 EH(s，￡)的嵌入映射( +72≤s+￡+1)。 

证明：对 于 E-2DMesh网络 EM(Z1，Z2)一EM(2 ，2 )， 

EM(1 ，Zz)的度可分以下两种情况讨论：(1)m=1，n：1时， 

EM(11，Z2)的度为 3；(4)m>1，”>1时，EM(11，Z2)的度为 8。 

由于第 1种情况下网络的规模太小，没有实际的应用价值 ，我 

们考虑到应用的广泛性，仅讨论第 2种情况 ，首先假设 s≥t， 

因此 EH(s，￡)的度为： +1，根据引理 1，可得：8>s+1，即 ≤ 

<7时，不存在dilation=1的EM(2 ，2 )到EH(s， )的嵌入 

映射 。同理，可推出：当 s％t<7时，不存在 dilation=1的EM 

(2 ，2 )到EH(s，￡)的嵌入映射。综上可得，当 ITIaX(S，￡)<7 

时，不存在 dilation=1的 EM(2 ，2 )到 EH(s， )的嵌入映 

射。 

定理 2 对于二维 E-2DMesh网络 EM(2 ，2 )和交换超 

立方网络EH(s， )，存在一个映射对(9， >使得 expansion= 

2，dilation=4，load=1。 

证明：令 ：V(EM(2 ，2 ))--~V(EH(s， ))，V uEEM(2 ， 

2 )，j ( )一uc，即 一口 ⋯ao( 6 1⋯懿¨， —n 1⋯n5。’ 

6 1⋯酯∞， ( )一“ 1]1⋯n51)b~1)a⋯ cn ， ( )一n 1⋯n5。 

6 1．··65 ̈c ，对于 E-2DMesh网络中的边 e一(“， )映射为交 

换超立方网中的路 ((“， ))即 (“)到 ( )的路径，分两种 

情况来确定： 

(i)c ’一c 即顶点 u和顶点 映射到同一子网中，此时， 
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其对角线的顶点同属同一个子网，分以下几种情况来讨论 9 

( )到 ( )的路径： 

(1)若 c。 一c 一O且 ( )与 ( )的不相同的比特位在 

左边的 s位，则取 

(( ， ))一( (“)， ( ))EE(EH(s， )) 

(2)若c“ 一c =1且 (“)与 (u)的不相同的比特位在 

中间的 t位，则取 

(( ， ))一(舻( )， ( ))∈E(EH( ，￡)) 

(3)若c 一c‘ 一0且 ( )与 (口)的不相同的比特位在 

中间的 t位，则取 

((“， ))一( ( )，妒( )) 

一“ l⋯。 6 1⋯6 n’⋯酯"0—} ⋯ 5”6 

⋯ 6 ”⋯ ”1— n 1⋯a5”6(_l ⋯6j。’⋯65”l—， 

“ 1j1⋯ 5”6 1⋯6；。 ⋯66”0 

(4)若 c 一c。 一1且 ( )与 ( )的不相同的比特位在 

左边的s位，则取 

((甜， ))一( ( )，妒( )) 

一n 1)1⋯n}"⋯n5”6 1⋯bo(”1— n 旦1⋯醴 ”⋯ 

a0。 ⋯65”0— n 1⋯n ⋯n 6f ⋯ ”0 

—  以 1)1⋯n 。’⋯口5 1⋯ ’l 

(5)若 =c。 一O且 (“)与 ( )的比特位在左边的s 

位有一位不相同，在中间的t位也有一位不相同，则取 

(( ， ))一( (“)， ( )) 

一n 1]1⋯口 ”⋯ao6}1]1⋯6 ”⋯酯¨0— Ⅱ 1)1⋯“ 。 

⋯a06 ⋯ ”⋯酯D O— 以 1⋯ ⋯a06 1⋯ 

6 ⋯6 ’1— 口 1)1⋯n ’⋯ao 6f ⋯6 ⋯66 l 
—  n ⋯ “ 。’⋯ a

o 6f ⋯6{。)⋯65 o 

(6)若 c“ 一c。 一1且 )与 ( )的比特位在左边的s 

位有一位不相同，在中间的 t位也有一位不相同，则取 

((“， ))：( (“)， ( )) 

== n 1⋯ “ ” ⋯ n
0 ⋯ 6{”⋯65”1— 口 1⋯“ ” 

⋯ao6 1⋯6：。 ⋯蹦”1— 1⋯“ "⋯“0 6 1⋯ 

6 ∞⋯6s"0— n 1⋯“ ’⋯ o 1j1⋯6 ⋯6舌 0 

—  n ⋯醴} ’⋯n0 b~1)1⋯6； ’⋯b(o ’1 

expansion=2 件 ／2 一2 

(ii)c。’≠c。 即顶点 “和顶点 映射到不同的两个子网 

巾，此时，其对角线的两个顶点同属同一子网，分 以下几种情 

况来讨论 ( )到 ( )的路径： 

(1)若C“ ：1，c。’-----0且 (“)与 ( )的不相同的比特位 

在左边的 s位，则取 

((u， ))一( ( )，妒( )) 

一 Ⅱ l⋯  ” ⋯ a
o(”6 1⋯6 1— n l⋯n ’⋯“5 

1)l⋯酯 ’0—+n 1⋯n 。 ⋯口5 ⋯懿 0 

(2)若 c 一1，c =0且 (“)与 ( )的不相同的比特位 

在中间的 t位，则取 

((u， ))一( ( )， ( )) 

一 l⋯“5” ⋯6；”⋯65"1— 以 ’1⋯n5”6 l⋯ 

6； ’⋯ ”1— n 1)1⋯ao(”6 1jl⋯6 ⋯66”0 

(3)若 c ’一0，f。 =1且 ( )与 ( )的不相同的比特位 

在左边的 5位，则取 

((u， ))一( ( )，妒( )) 

一 Ⅱ 1⋯ “ ’⋯ a(
o ⋯酯 ’O— 1⋯“ ⋯“5 



 

6 1⋯65 0—} l⋯n5 ’⋯a(o ⋯bo( 1 

(4)若f“ 一O，c。 一1且 (“)与 ( )的不相同的比特位 

在中间的 t位 ，则取 

((“， ))一( ( )， ( )) 

一口 l⋯口5” ⋯6}”⋯ ”0 

—  a 1⋯口5 ⋯6 ’⋯酯 1— n 1⋯n5 6f 

⋯ 6 )⋯66 1 

(5)若f“ 一O，c 一O且 ( )与 ( )的比特位在左边的 

s位有一位不相同，在中间的 t位有一位不相同，则取 

((u， ))一( (“)， ( )) 

=a}21⋯口 ⋯a0 ⋯6； ⋯bo( O— Ⅱ 1⋯以 ) 

⋯a06 l⋯6 ⋯6s 0— 1)1⋯n ⋯ao6 ⋯ 

6；”⋯酯”1— “ lj1⋯n} ⋯a0￡ 1⋯6； ’⋯65”1 
“ l⋯ a／(。 ⋯ a

o6 ⋯6{。’⋯bo(”0 

(6)若f“ 一1，c =1且 ( )与 ( )的比特位在左边的 

s位有一位不相同，在中间的 t位有一位不相同，则取 

(( ， ))一( ( )， ( )) 

： n 1⋯ 口 ” ⋯ a
o6 ⋯6；”⋯b(o”1— n l⋯n ” 

⋯a0 6 1⋯6；。 ⋯b(o”1—— 口 1⋯n ”⋯ao 6f ⋯ 

6} ⋯b(o 0—}n 1⋯口 。’⋯a06 1⋯6 ’⋯b(o 0 

一n ⋯“ ⋯ao6 ⋯6{ ’⋯65”1 

expansion=2 ／2 一2 

结合以上两种情况，可得：EM(2 ，2 )可以expansion=2、 

dilation=4、load=1嵌入 EH( ， )。 

为了更直观更具体地描述EM(2 ，2 )到EH(s， )的嵌入 

过程，在图1中给出E-2DMesh网络EM(2，4)到交换超立方 

网络EH(1，2)的嵌入映射图。 

●— ◆—-．卜—◆ 
‘ 

qc)i0000(~001 。 嵌入 叭 0l0 
EH(1，2) 1 ： ： 

000610106lll0611006 

㈣ m ” ”。 ◆—◆—_．-卜__ 
l00l 】0ll 1l11 I】0l 

图 l E-2DMesh网络 EM(2，4)到交换超立方网络 EH(1，2)的嵌 

入映射图 

4 超立方网络的嵌入问题 

本小节我们考虑将超立方网络嵌入到交换超立方网络 

中。 

定理 3 当 min(s， )>1时，不存在 dilation=l的超立方 

网络Q 到交换超立方网络EH(s， )的嵌入映射( — +￡)。 

证明：超立方网络 Q 的度为n，而对于交换超立方网络， 

分两种情况讨论：(1)s~t时，EH(s， )的度为s+1，根据引理 

1，可得n>s+1 s+t>s+1即5≥ >1时，不存在 dilation= 

1的 Q 到 EH(s， )的嵌入映射。(2) < 时，EH(s，￡)的度为 

￡+1，根据引理 1，可得 > +1 s+t>t+1即 > >1时，不 

存在dilation=1的Q 到EH( ， )的嵌入映射。综上所述，当 

min(s， )>1时，不存在 dilation=1的Q 到EH(s， )的嵌入 

映射。 

定理4 对于超立方网络Q 和交换超立方网络EH(s， 

)，其中 一 +t，存在一个映射对< ，声>使得 expansion=2， 

dilation=3，congestion=1，load=1。 

证明：令 ：V(Q)一 (EH(s， ))，V uE ，j ( )一 ， 

即： 一n l⋯a0(” ⋯b0(̈ ， =a ⋯a(o。 ⋯65 ， ( )一 

日 1⋯ a(o l⋯  c‘”
， ( )=n 1⋯a(o。 ⋯b(o。 c‘∞，对于 

超立方网络中的边 e一( ， )映射为交换超立方 网中的路 

(( ， ))即 ( )到 (口)的路径，分两种情况来确定： 

(i)c“’一c。 即顶点 “和顶点 映射到同一子网中，分以 

下几种情况来讨论 (“)到 ( )的路径： 

(1)若 c“ 一c。 一O且 ( )与 ( )的不相同的比特位在 

左边的s位，则取 

(( ， ))：( ( )， ( ))∈E(EH(s， )) 

(2)若 c0 =c0 一O且 ( )与 ( )的不相同的比特位在 

中间的t位，则取 

(( ， ))一( ( )， ( )) 

=n 1⋯口 ⋯6(”⋯bo(”O— 口 l⋯a(o"强 1⋯ 

6} ⋯65 1— 1⋯a(o 鹕 ⋯6} ⋯6舌 1— n ljl 

⋯ao( ’6f ⋯6( ⋯bo(”0 

(3)若 f“’一 。 一i且 ( )与 ( 的不相同的比特位在 

中间的 t位，则取 

(( ， ))一( ( )， ( ))∈E(EH(s， )) 

(4)若 c0 一c0’一1且 ( )与 ( 的不相同的比特位在 

左边的s位，则取 

(( ， ))=(妒( )， ( )) 

一口 l⋯a ”⋯口51) ⋯ ”1— 口 l⋯ }”⋯口5” 

⋯ bo( O n ⋯n} ⋯ao( ⋯bo( 0· 

口 1⋯口} ⋯ao( 6 ⋯66 1 

(ii)c ≠c。 即顶点 和顶点口映射到不同的两个子网 

中，此时， ( )到 ( )的路径可按下述方法来确定 ： 

(1)若 f‘ 一1，f‘ 一0且 ( )与 ( 的不相同的比特位 

在左边的 s位，则取 

(( ， ))一( ( )， ( )) 

=n 1⋯口5”⋯a0(" ⋯b0(1)1— ⋯口}"⋯ 

6 l⋯b0( 0—+口 1⋯口 。 ⋯a0( 6f ⋯bo( 0 

(2)若 c“ ：1，c 一O且 9(u)与 ( )的不相同的比特位 

在中间的 t位，则取 

(( ， ))一( ( )， ( )) 

n 1⋯ao( ⋯ ⋯bo( 1— d l⋯ a(o 1⋯ 

6( ⋯bo(”1—+口 1⋯ao(” ⋯ ⋯蹋"0 

(3)若c“ 一0，c 一1且 (“)与 ( )的不相同的比特位 

在左边的s位，则取 

(( ， ))一( ( )， ( )) 

一口 1⋯ } ⋯a(o bt(1_)l⋯bo O—}a ⋯以 ⋯口5 

⋯ bo( O— 口 1⋯ ⋯口5 ⋯6s 1 

(4)若 c“ 一0，c。 一1且 (“)与 ( )的不相同的比特位 

在中间的 t位，则取 

(( ， ))一( ( )， ( )) 

一口 1⋯ao(1) ⋯ ”⋯酯”O— n 1⋯以5”西 1⋯ 

6； ⋯65”1— n 1⋯ao( ’bPA⋯6} ⋯酯”1 

综上可得 ，Q 可以 expansion=2、dilation=3、congestion 

一 1、load=1嵌入EH(s， )。证毕。 

为了更直观地表达上述 Q 到EH(s，￡)(其中72一 +￡)的 

嵌入过程，我们在图 2中给出超立方网 到交换超立方网 

EH(1，2)具体的嵌入映射图。 
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图 2 超立方网络 到交换超立方网 EH(1，2)的嵌人映射图 

结束语 交换超立方网络作为超立方网络的一个变体结 

构，通过移去超立方网络的部分连接边提高丫网络的扩展性， 

使得当网络的规模增大时无需增加过多的开销就可灵活地在 

原有网络的基础上进行扩展。本文对 E 2DMesh网络和超立 

方网络到交换超立方网络的嵌入问题进行了研究，证明了当 

max(s， )<7时，不存在 dilation=1的 EM(2 ，2 )到 EH(s， 

)的嵌入映射(m+ ≤ +t+1)，并对 EM(2 ，2 )嵌入到 EH 

(s，t)给出_r具体的嵌入映射构造，使得 expansion=2，clila-- 

tion=4，load=1。与此同时，也证明了当 min(s， )>l时，不 

存在 dilation=1的Q 到 EH(s， )的嵌入映射( — + )，并 

给出了具体的嵌入映射构造，使得 expansion=2，dilation=3， 

congestion=1，load=1。网络的嵌入问题 ，足网络分析中难 

度很大的课题，本文仅得到了E-2DMesh网络和超立方网络 

嵌入到交换超立方网络的部分结果，关于其它网络模型嵌入 

到交换超立方网络，将在以后进行进一步的研究。 
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