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摘 要 最近点对问题是空中交通控制系统中的一个重要问题，并且在许多领域都有应用，也是计算几何学研究的基 
本问题之一。利用分治法解决该问题的线性和平面情况，算法可以在 O(n*logn)时间内完成。本文在此基础上，进 
一 步实现空间最接近点的算法，并对算法的复杂性进行分析。 
关键词 算法复杂性，最近点对，空间，分治法 

1’lIe Computer Algorithms of Finding Shortest Distance Pair of Points in Space 

HU Jin-Chu ZHANG Xiao-Hong 
(Shanghai Normal University，Shanghai 200234) 

Abstract Finding Shortest Distance pair of points in space iS the important problem of the air traffic control system． 

There are a lot of applications with the problem and it is also a basic one of the computing geometry study．By methods 

of divide and conquer，the problem has been solved from the points of linearity and plane，it can be accomplished within 

the 0( *logn)time．Under the base of unidimentional and two-dimensional algorithm，this paper solves the Shortest 

Distance pair of points in space problem and analyzes the CO1TIplexity of the algorithms． 
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1 问题的描述 

在空问飞机和航天器的运行 ，在海水中潜艇的行动都与 

三维最接近点对问题有关。这也是计算几何学研究的基本问 

题之一。该问题的形式化描述为：在给定的集合 s中由 个 

点组成，需要找出其中的一对点，使得由 个点组成的所有点 

对中，该点对间的距离最小。我们用 d(p，q)表示 P和 q两点 

问的距离 ，即问题需要求解 ：min{d(p，q)lP∈S，q∈S}。最 

接近点对有可能不是 1对，为了讨论方便，我们只找出其中的 

1对作为该问题的解 。根据这 个点在空间的分布情况 ，可 

以分成线性、平面和空间三种情况来讨论。 

在线性情况下，S中的 个点可以用 数轴上的 个实 

数 ， z，⋯，32 来表示。最接近的点对即为这 个实数中距 

离相差最小的 2个实数。即成为求 min{l 5Cp— 。l}的问题。 

解决这一问题可以先确定 个点坐标的中位数 ，以 为界 

将集合 S划分为 2个子集合 S 和 。坐标值小于和等于 m 

的点在集合 S 中，大于 的点在集合 Sz中。递归地分别在 

S 和 Sz上找出最接近的点对{P ，Pz}和{q ，qz}，并设 d— 

min{IP 一 z l，l q 一qz l}。S中的最接近点对问的距离或者 

是d，或者是某对{Ps，qs}问的距离，其中 Ps在 S 中并且 P。 

∈( — ， )，q3在 S2中并且 q3∈( ， + )。显而易见 ， 

这时Ps一定是 S 中的最大点，q。是 Sz中的最小点。只要判 

断它们两点的距离就可以了。从而我们用线性时问就可以将 

S 的解和 Sz的解合并成为 S的解 。即该算法的分割和合并 

步骤总共耗时0( )。求解算法耗费的计算时间 T( )满足的 

递归方程： 

fT( )一0(1) n％4 {T( )
一2T(n／2)+0( ) ≥4 

通过解递归方程，可得到 T( )一0(nlogn)。 

如果集合 S中的点分布在平面中，每个点都具有 和Y 

两个坐标。解决这一平面问题 ，可 以选取一条垂直线 LI 一 

来作为分割直线 ，其中 为集合 S中各点 坐标的中位数。 

将集合 s分割为s 和sz两个半平面区域中的子集，递归地 

分别在s 和sz上找出具有最小距离的点对 d ( ，P：)和dz 

(q 一qz)，并设 —min(d ，dz}。用 P 和 Pz分别表示在直 

线 L左边和右边与其距离在d范围的点构成的两个垂直长 

条平面区域，P1：{Pl Im x( 【 p̂∈ }；P2：{q 一 I<~dA }。 

分析可以知道 ，S中的最近点对的距离或者是d，或者是某个 

{P，q}点对的距离，其中P∈P ，q∈Pz。如果{P，q}是 s中的 

最近点对 ，则必有 distance(p，q)< 。对于 P 中的任意一点 

P，满足这个条件的 Pz中的点 q一定落在一个 d×2d的矩形 

R 中；可以证明在矩形 R中最多只有 6个 S中的点作为 P 

中点 P的最近点对的候选者。因此很容易在 0( )时间内进 

行处理。在进行分治处理之前需要对集合 S中点的坐标采 

用预排序技术，预先将 个点依次按照坐标排序。分治算法 

中只对排好序的序列做一次线性扫描，即可完成合并。因此， 

平面最近点对算法耗费的计算时问 T( )也满足递归方程，可 

以在 0( *logn)时间内完成。 

在上述算法的基础上，进一步推广到空问最近点对问题 

的求解 ，处理的方法还是采用分治的思想，将 个点的集合S 

分成 2个子集 S 和 Sz(S U S2一S)，每个集合中约含有 n／2 

个点。然后在每个子集中递归的求其最近的点对 ，最后合并 

得出 S中的最近点对。 

求解空问的最接近点对问题 ，需要引入一个平面对 n个 

点进行划分 ，分为两个点数大致相同的子空问区域，并递归求 

解子区域中的最接近点对，然后合并解得空问集合 S中的最 

近点对的问题 。 

2 空间最近点对问题的算法 

2．1 解决问题的算法 

集合 s中的点如果分布在空间中，情况会复杂一点。这 

时集合中的每一个点都有 、Y、z三个坐标值。为了将集合 s 

中的空间点线性分割为大小大致相等的2个子集 S1和s：， 

需要引入一个垂直平面 P l — 来作为分割平面，其中 为 

集合S中各点的Y坐标值的中位数。从而将集合 S中的点 

分割 为 两 个 子 空 间 S 和 Sz中 的 点，其 中 S 一 {P 

I y(p)≤卅̂p∈s}，S2一{ql ( q̂∈s}。从而使得 S1和 S2分别位 

于平面 P的左侧和右侧，且 S=S U S2。 

类似与线性和平面情况的求解算法 ，递归地在 S 和 Sz 

上解最近点对问题。设求解得到 S 和 Sz中的最近点对{P ， 
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}和 ， )，对应的最小距离分别为 d 和 ，并设 —min 

{dl，dz}。如果集合s中的最近点对的距离小于d，则这两个 

点 Ps、qs必定分别属于子集 S 和 Sz。即S中的最近点对的 

距离或者是 d，或者是某个{p。，qs}点对的距离，其中 P。E S ， 

qsES2，如图 1所示 。 

图1 空间最接近点对分布情况 

如果集合s中的最近点对是由{P ，q }或者是{P2，q2}组 

成，那么问题的求解就成为一个递归问题，很容易在 O(n* 

logn)时间内完成递归方程的求解。 

但是如果集合S中的最近点对是由{Ps，qs}组成，我们需 

要分析这时点对的处理的时问复杂性。通过分析可以知道这 

点对有 distance(p3，q3)< ，而且点 P3和 q3距平面 P —m 

的距离均小于d。为了说明(P3，qs)的求解，我们引入 C 和 

C2分别表示垂直平面 P左边和右边的宽度为d的两个垂直 

长 条 空 问 区 域，C1：{P p) p̂∈C1}；C2： {q 

lIv( l~dAqEc2}，则有 P3 EC1，q3 E C2。这时我们所关心的 

是 ，C 中的某一点与 C2中有条件作为最接近点对候选的点 

有多少个。在最坏情况下， 和 C2中分别包含了原 S中 l／2 

的点，表面上看一共需要考察 。／4对，工作量很大。但是经 

过分析，在 Cl和C2中的点具有稀疏性质，这就使我们不必一 
一 检查所有 。／4对候选者。考虑 Cl中任意一点 P，它若与 

C2中的点 q构成最接近点对的候选者，则必须满足 distance 

( ，q)< 。那么具备这个条件的C2中的点一定落在一个d 

×2dX 2d的长方体单元C中，如图 2所示。 

图 2 包含点 q的d×2dX 2d的长方体 C 

由前面变量d的定义可知：在 C2中任何 2个点的距离都 

不小于d。由此可以推出长方体 c中最多只能有 24个集合 

S中的点。我们进一步可以将长方体C的长和宽分别为 2 

的边3等分和4等分，而将它的高为d的边 2等分，由此导出 

24个大小相等的(d／2)×(d／2)×(2d／3)的小长方体。 

如果长方体单元 C中有多于 24个集合 s中的点，则由 

鸽舍原理易知至少有一个(d／2)×(d／2)×(2d／3)的小长方 
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体中有 2个 S中的点。设 ，V是这样的 2个点，它们位于同 
一 个小长方体中。那么这 2点之间的距离满足下面的关系 

式 ：distance(“， )I2≤(d／2)0+(d／2)0+(2d／3)0—17d0／18 

< 。即 distance(“， )< ，这就与前面 d的定义相矛盾。 

这就证明长方体 C中最多只有 24个满足考察条件的点。 

由于长方体 C的稀疏性质，对于 C 中任一点 P，C2中最 

多只有 24个点有条件与它构成最接近点对的候选。因此，在 

分治法的合并步骤中，我们最多也只需要考察 24×n／2—12n 

对点，而不需要考察 ／4对点。显然计算的复杂性大大下 

降。 

为了进一步确定 C 中每个点 P最多考察 Cz中的哪 24 

个点，从而转化成可以操作的程序 ，我们可以将点 P和Cz中 

所有 Sz的点投影到平面 P —m上。由于能与 P点一起构 

成最接近点对候选者的 Sz中点一定在长方体 C中，因此它 

们在平面 P上的投影点与点 P在P上投影点的距离小于d。 

由上面的分析可知，这种投影点最多只有 24个。因此 ，若将 

C 和 C2中所有 S的点依次按其 z坐标和 坐标排好序，则 

对 CI中任意点 P而言，对已经按照z坐标和 坐标排好序的 

点列作一次线性扫描，就可以找出所有最接近点对的候选者。 

设点 q(x，Y， )为 中可以与 C 中的一点 p(xo，Y。，动)构 

成候选点对的排好序的 24个点中的一点 ，则它的坐标值满足 

zE(zO— ，zO+ )， E( O—d， O+ )，即投影点在以 P的 

投影点为中心的2dX 2d的正方形区域中的点是我们要考察 

的候选点。由于采用这个算法，对于需要考察的点是和 线 

性相关的，这就意味着我们可以在 0( )时问内完成分治法的 

合并步骤。点的分布情况如图 3所示。 

图 3 长方体 C中点分布的稀疏性 

2．2 算法的描述和伪代码表示 

通过上面的分析，下面给出用分治法求空间最接近点对 

的算法spair，伪代码如下： 
double spair(S) 

{n—ISI；／*ISI表示 S中点的个数*／ 
if(n％ 2)return。。： 

1．m—S中各点 Y坐标的中位数； 
利用平面 P：y—m划分构造子空间 S1和 S2； 
／*S1={PI y(p)≤m̂p∈s)，Sz一{qI y(q)>m̂q∈s)*／ 

2．dl—spair(S1) 

d2一spair(82)；／*递归调用 *／ 
3．din= min(d1，d2)； 

4．设 c1是 S1中距垂直分割面 P的距离在 dm之内的所有点组 
成的集合； 
c2是 S2中距垂直分割面的距离在 dm之内的所有点组成的集 
合； 
将 c1和 c2中点依其 x坐标值和 z坐标值排序 ； 
设 x1、x2是 c1、c2依据 x坐标值排好序的点集；Z1、Z2是 xl、 
x2再依据 z坐标值排好序的点集； 

5．依次扫描 Z1以及对于 Z1中每个点考察 Z2中相应的最多 24 
个点，并且完成合并操作； 
当Z1中的扫描指针沿着某一个方向移动时，z2中的扫描指针 
可在 2dmX2dm的方形区间内移动； 
设 d1是按这种扫描方式找到的点对问的最小距离； 

6．d=min(dm ，d1)； 
return d； 

} 
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另外需要说明的是，由于空间的对称性，算法中的分割平 

面也可以是由各点 z坐标值的中位数决定的，与 YOZ面平行 

的平面作为分割面；或者取各点 z坐标值的中位数决定的，与 

XOY面平行的平面作为分割面。其余坐标做相应的改动。 

2．3 算法的复杂性分析 

下面需要分析一下算法 spair的计算复杂性。对于确定 

空间 个点的点集 S，算法耗时为 T( )。算法的第 1步完成 

查找各点 坐标值的中位数并进行划分 ，我们已经知道中位 

数的查找算法可以在线性时间 o( )内完成 ；第 2步是递归调 

用算法 ，通过解递归方程 ，算法耗时为 O(n*logn)；第 3步的 

计算和第 6步的计算都是常数时间；在前面 2．2节中已经分 

析了第 5步的工作是线性相关的，所以算法耗时为 O( )。若 

在每次执行第 4步时都需要进行排序 ，则在最坏情况下第 4 

步都需要用 O(nlogn)时问。这显然并不是最优的，这就包含 

了许多重复的排序操作。因此，在程序中采取预排序技术 ，即 

在使用分治法之前 ，预先将 S中T／个点依次按其 ．72坐标值 和 

z坐标值排好序。在执行分治法的第 4步时，只要对已经排 

好序的点列作一次线性扫描 ，即可抽取出我们所需要的排好 

序的P 和 P。中的点集 Z 和 。然后，在第 5步中再对 z 

作一次线性扫描，即可求得 d 。因此，第 4步和第 5步的两遍 

扫描合在一起只要用 0( )时间。这样一来，经过预排序处理 

后的算法 spair所需的计算时间 T( )也满足递归方程 ： 

fo(1) 72< 4 

( 1 T(72)一2T(n／2)+O(72) 72≥4 

通过解递归方程 ，算法耗时为 T( )一O(n*logn)，再加 

上开始点集 S的预排序所需 的计算时间为 O(n*logn)。因 

此，整个算法所需的计算时间为 O(n*logn)。 

结束语 有关空间最接近点对的问题 ，有很强的应用背 

景，许多问题的研究和它有关 ，大到宇宙空间中的运行星球， 

小到物质内部分子和原子的运动，都在三维空间中运动。研 

究各个点的位置以及最接近点对算法 ，具有实际意义。本文 

采用分治法实现了三维空间中最接近点对算法。是从线性和 

平面的最接近点对问题 ，进一步推广到三维空间问题的一般 

求解，具有典型的特征。同时也论证了算法可 以在 O( * 

logn)时间内完成。在渐近的意义下，此算法已是最优的了。 

这一算法可以直接应用于复杂的空间交通控制系统中。 
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8，10和 11。只满足支持度和兴趣度的规则有 1，4，8，10和 

11。只满足兴趣度和复杂度的规则有 1，7，8，10和 11。类似 

地，用户还可以用闯值 的析取形式表示约束条件得到相应 的 

概念格，在概念格上抽取感兴趣的规则。 

从格中选择出满足条件的规则，用户可以根据规则，分别 

找出规则所对应的质心，按相应的比例进行物品的搭配进货。 

例如规则 1{可乐)一{牙膏，香皂)满足用户的阂值条件 ，规则 

1的支持集为{J ，J ，J。，J。，J 。}，所对应的质心为(可乐 ，牙 

膏，香皂)一(5．2，3．6，2．4)。因为规则 的可信度为 100％，所 

以，可以根据大约按可乐：牙膏：香皂 一1：9／13：6／13的比例 

搭配进货 。当多个规则中有商品交叉时，进货比例按叠加原 

则处理。 

叠加原则：给定规则 ：X —y 和： 一y2，其支持集分别 

为 J ， J。设 X1 UY1一{z 一，蕊， + 一，Xn}，X2 U 

Y2一{ 一，弘，弘+l，⋯， }，z 一 (1≤ ≤k)。若这两规 

则的质心分 别为：(＆1，⋯，Ⅱ ，a l，⋯，a )和 (6l，⋯， ， 

+ 一，bm)，则规则质心叠加和为：(J l。a + l E 。b 一， 

l 。a + l l。 ， J l。a ⋯ ⋯，l l a ，l E 。 +1， 
⋯

， l 。bm)。 

3．3 约束规则格抽取算法 

现在，把上述的思路表示成算法的形式。 

算法 2 约束规则格抽取算法 

输入：交易数据样本集和阈值组合 
输出：满足阈值条件的关联规则概念格 
过程： 
步骤 1：把交易数据样本集转化为形式上下文( ，Mt，J1)的表格表 

示。／／ G 是交易事件集 ，M-是商品集合，表 中交叉处表示 
交易事件中对应商品的数量 *／／ 

步骤 2：调用算法 1抽取(Gt，Mt，It)中的关联规则集 R； 
步骤 3：计算关联规则 RER的支持度、兴趣度、复杂度和平衡度； 
步骤 4：生成规则集 R所对应的形式上下文(G2，Mz，J2)；／／ G2一R， 

M2一(支持度，兴趣度，复杂度，平衡度)，表中交叉处表示规 
则对应属性的取值 ／／ 

步骤 5：根据用户的阈值约束将(G2，M2， )修改为(G2，Me，J3)／／* 
将不符合用户阈值条件的属性改为空(Nul1)*／／ 

步骤 6：调用算法 3生成约束的规则格 

算法 3 概念生成算法Ⅲ7] 

输入：形式上下文(G，M，J)，其中G一{gt，⋯，gN)：一{1，2，⋯，N) 

和 M一{m1，⋯ ，Tl'lk} 

输出：概念序列 

步骤 1：A：一 ，巨：一()／／*巨表示概念集 *／／ 

步骤 2：FOR —N to 1[K) 

IFA< ((An(1，2，⋯，i--1})U{i)) 

THENA@i=((An{1，2，⋯，i--1))U(i)) 

巨一 巨U{(A，A )} 

A—A④ 

ELSEi：+ 一 1 

步骤 3：对 A执行步骤 2的循环 

步骤 4：输出 巨 

总结 本文主要讨论了如何用形式概念分析理论进行超 

市交易数据分析和挖掘。在关联规则柔性选取的基础上，求 

出规则的质心，然后根据叠加原则进行商品搭配进货决策 。 

柔性体现在用户可以自行定义阈值选取感兴趣的规则 ，来指 

导决策规划。 
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