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基于带权多维尺度变换的奇异值挖掘 ) 

魏 莱 王守觉 徐菲菲 

(同济大学计算机科学与技术系 上海 201804) 

摘 要 大量的高维数据在分布上表现为一低维流形，试图从这样的数据集中探测出奇异点，传统的奇异点挖掘算法 

可能失效。本文提 出了一种带权重的多维尺度变化，算法通过局部的高维数据集和其低维重构的误差来设定数据点 

的局部权重，再利用权重之和得到的数据点置信度，以此来进行奇异值的判定。通过实验验证了算法的有效性。 
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Abstract Mining outliers from the data set which iS distributed on a 1ow dimensiona1 manifold iS a hard task The ex- 

isting algorithm may not be effective for the situation．So a novel approach called weighted multidimensionality scaling 

is proposed for outliers mining．It is based on multidimensionality scaling，MDS．Every data point will get a reliability 

score by the algorithm，then it can be determined whether it is a outlier through the value of its reliability score．The 

experiments show the efficiency of the algorithm． 
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1 引言 2 多维尺度变换 

在大量的数据中可能包含着一些数据，它们与一般的数 

据的行为和模型不一致。这些被称为奇异点 (outliers)的数 

据在大部分情况下会被去除，但在一些应用中非正常的事件 

可能比正常的事件更有趣，因此作为数据挖掘的一个分支，奇 

异点挖掘也引起了很多学者的关注 1̈ ]。 

通过对奇异值表现的分析，大部分挖掘算法可以归为如 

下四类：基于统计的检测c3]、基于距离的检测L4 J、基于偏差 

的检测[ ]以及基于密度的检测_7]。但是随着信息技术的发 

展，数据的形式和内容与以往有了较大的区别，表现在数据的 

高维数和数据属性的高度相关。这些高维数据集的分布在高 

维观测空间形成了一种低维的几何结构，在数学上称为流形， 

这种几何结构是未知的，且非线性的。因此，以上传统的奇异 

点检测算法在这种情况下可能失效。为此需要一种新的方法 

来处理流形上奇异值检测的问题 。 

本文提出了一种带权重的多维尺度变换奇异值挖掘算法 

(Outliers Mining via Weighted Multidimensional Scaling， 

0MWMDS)。该算法利用多维尺度变换 (Multidimensional 

Scaling)的思想，通过计算数据重构的误差来赋予数据点相应 

的权值，对于分布成为一 低维流形 的数 据集通过 局部 的 

Weighted—MDS得到局部权重 ，遍历数据集后通过以局部权 

重的和作为每一数据点的置信度，通过置信度的大小来判定 

数据点是否为奇异点。实验表明算法能够有效挖掘出当正常 

数据分布成一低维流形时整体数据中的非正常数据，同时每 
一 数据点相应的置信度也可用于改进流行学习算法的鲁棒 

性 [ 。 

2．1 多维尺度变换 {Multidimensional Scaling，MDS)E。] 

多维尺度变换同主成分分析(Principal Component)一样 

是一种应用广泛的线性降维算法，在图像处理、计算机视觉等 

方面有着广泛的应用。MDS不需要知道数据点的具体坐标， 

它通过对数据之间的距离矩阵的奇异值分解来获得数据的低 

维重构坐标，从而有效地对数据集进行降维。经典的 MDS 

算法具体步骤如下： 

假设数据集为x一{ ， z，⋯，Xn}，其中五∈ ，并且我 

们有任意两数据点之间距离矩阵D一{d }，数据点相应的重 

构坐标为 y一{yl，Yz，⋯， }，Y ∈ 。 

STEP 1．计算 s一{ }； 

STEP 2．取矩阵H一{ }，满足h 一南一÷，其中 

如一{ 
STEP 3．(双中心化)计算 r(D)—一 HSH； 

STEP 4．求矩阵r(D)的特征值和其对应的特征向量，矩 

阵A是对角阵，对角元素是从大到小排列的特征值，矩阵 U 

的列为相应的特征向量。 

STEP 5．计算y，对A对角线元素依次取算术平方根，得 

,／5，那么 y—U,／X。 

如果数据分布是由内在低维变量控制，变量个数为d，那 

么矩阵A的第 +1个特征值就接近于零，这时就有 y一 

，其中 为A的前d个特征值组成的矩阵， 的列为 

*)国家自然科学基金项目(60495019)，教育部博士点专项基金(20060247039)。魏 莱 博士研究生，研究方向：流形学习、仿生模式识别、信 
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相应的特征向量。这里Ye 一O，P(1，1，⋯，1)。 

事实上MDS算法的原理是基于这样的数学推导。我们 

不知道数据点的具体坐标，假设将数据点均值在坐标原点，定 

义内积矩阵 Bx=XXr。那么如果能得到 Bx的值那么相应 

的数据集坐标也就可以得到了。而从距离矩阵 D一{du}出 

发 ，令 s一{ }，对其进行所谓的双 中心化 r(D)一一下HSH 

(H如上述算法定义相同)，这时我们发现有 Bx=r(D)，再对 

r(D)进行奇异值分解，即 Bx=r(D)=UAUr(Ur表示 u的 

转置)，很明显 x的重构坐标就可以表述为X 一u 。 

由于 MDS算法的数学直观性和操作简易性，它成为一 

种经典的数据降维算法。然而正如前文指出，在当数据集结 

构高度非线性，分布成一低维流形时 ，MDS是不能进行有效 

降维的。近年提出的流形学习算法就是解决数据集具有上述 

特征时的数据维数约简问题。 

数据分布高度非线性结构对奇异值探测提出了挑战。为 

此作者提出了利用多维尺度变换来进行流形奇异值的探测。 

2．2 带权重的多维尺度变换 

设数据集为 x一{z ，z。，⋯，z }，其中 z ∈R。，非奇异点 

分布在一个低维流形上 ，如图 1、2左侧图片所示 。我们取任 

意一点 z 的K 个近邻组成局部邻域 X 一{Xi。一z ， ，Xiz， 
⋯ ，X／K}，由于流形在局部上与欧式空间同胚 ，因此通过 MDS 

可以得到低维坐标 一{yi。，y一⋯，y }，其坐标均值位于坐 

标原点。我们将原数据集进行平移使其均值点也位于坐标原 

一 {Xio--X，五1一 ，⋯，z 一 }一{ o，z：1，⋯，．TSi K} 
-

z 一  

1 K 

定义原数据坐标和相应的重构数据坐标之间的误差为 

e 一 ，一 l，邻域中所有点的误差表示成向量形式为 ：E 
一 {e e ⋯，e }，根据相应 的误差我们定义数据点的权重 

为： 一 (e )。 

由文Elo]的思想，可以假设总误差可以表示为 一∑p 

(e )，p(·)为一凸函数 。这里采用 HuberE ]函数： 

f l_1 ez， l el≤c 
l0(e)一{ 1 

那么权重函数可以定义为： 

一  一

{ 
其中 c是一个参数，设 c一 }e l。 

再利用 相 应 权 重更 新 局部 距 离 矩 阵 D，使 得 D一 

{ 叫 d }。有了这个更新的局部距离矩阵 ，可以重复上述过 

程直到当 D不再变化，此时会得到每一个数据点相应的局部 

权重。通过遍历所有数据点，将每一数据点的局部权重相加， 

得到每一数据点的一个置信度(reliability score)，我们发现奇 

异点的置信度都比较小，而非奇异点的置信度则较大，因此通 

过设定置信度的阈值，我们就可以判定一个数据点是否为一 

奇异点。 

具体算法步骤如下(Weighted MDS，WMDS)： 

STEP 1：初始化所有数据点的可信度为0，选取数据点 

35 的K个近邻，组成局部邻域集 ； 

STEP 2：通过对局部邻域 XI做 MDS，得到低维数据集 

，计算误差向量 Ei； 

SETP 3：根据误差向量计算局部邻域中每个数据点相应 

的权重，利用权重更新局部距离矩阵 Di； 

STEP 4：如果D 变化不超过阈值t，则算法停止，每一数 

据点的可信度加上输出的权重；否则转 STEP2。 

3 实验比较 

我们来看一下实验结果，这里我们采用流形学习算法中 

常用的几个人造实验数据集。令局部距离矩阵 D 变化阈值 

为 0．1。 

图 3 Helix；数据点个数 500，其 中奇异点个数 5O，置信度阈 

值 0．6，K一12； 

可见直观上，上述算法确实能够探测出伴随着低维流形 

的奇异值。我们用下面的表格来显示 WMDS和基于距离探 

测奇异值算法在探测奇异值方面性能的差异，这里 TPO是指 

奇异点被正确识别的概率，FPN是指非奇异点被错误识别的 

慨率。 

表 l 

Scurve SwissRoll Helix 

TP() FPN TP0 FPN TP0 FPN 

WMDS 0．54 0．035 0．65 0．037 0．78 0．1 

TestByDistance 0．48 0．O21 0．63 0．027 0．7 O 

结论 奇异值探测是数据挖掘邻域近年兴起的一项研究 

热点，它试图发现隐藏在常规数据集中的非常规数据点 ，在各 

种决策分析和风险规避方面起到了很大的作用。但是随着数 

据性质以及数据结构的变化，大量的真实数据表现为一种流 

形结构 ，因此传统的一些奇异值挖掘算法可能失效 ，为此本文 
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提出了一种基于MDS的奇异值探测算法，算法赋予每一数 

据点相应的置信度，以其来进行奇异值的判定，算法稳定，比 

以往的奇异值挖掘算法效率也有提高。 
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H(心情／体温)一 
一 (2／8)((1／2)*log2(1／2)+ (1／2)*log2(1／2))一 

一 (4／8)((1／4)*log2(3／4)+ (1／4)*log2(3／4))一 

一

(2／8)((1／2)*log2(1／2)+ (1／2)*log2(1／2))一0．91 

HOG,情／气温)一 
一 (2／8)((1／2)*log2(1／2)+ (1／2)*log2(1／2))一 

一

(4／8)((1／4)*log2(3／4)+ (1／4)*log2(3／4))一 
一

(2／8)((1／2)*log2(1／2)+ (1／2)*log2(1／2))一0．91 

H(心情／天气)一 
～ (4／8)((2／4)*log2(2／4)+ (2／4)*log2(2／4))一 

一 (4／8)((1／4)*log2(1／4)+ (3／4)*log2(3／4))一0．905 

(3)互信息计算 

j(U)一H(U)一H(U ) 

I(血压)一0．954—0．94—0．014； 

I(心跳)一o．954一o．8一o．154； 

I(体温) o．954一o．91一o．044； 

I(气温)一0．954一O．9'1一O．044； 

I(天气)一O．954—0．905 0．049； 

(4)建立决策树的树根和分支 

ID3选择互信息最大的心跳作为树根 ，在 8个规则中，对 

心跳进行分支 ，3个分支所对应的子集为 

F,L,Nt慢一{3，6，8}；F心跳正常一{4}；F心跳快一{3，6， 

8) 

F心跳正常一{4)中的例子全部属于“心情好”的类，其余 

两个集合继续采用该建树方法。 

图 3 Agent的决策树 

> 

(5)递归建树 

F心跳慢={3，6，8)，所有的值都是心跳慢，所以 H(【，) 

=H(U／V)，故 J(U)一O。在乘0余的 4个属性中，I(天气)一0． 

049互信息最大，所以作为该分支的根节点。再向下分支，F 
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天气坏一{3)，其全部属于“心情”好的类；F天气好一{6，8)； 

然后在建立子树。I(体温)一0．044，作为其子树的根节点，F 

体温高一{6)，属于“好心情”类；F体温低一{8}，属于“坏心 

情”类。 

F,L,Nt快 一{1，2，5，7}，所有 的值都是心跳慢，所以 H 

(U)一H(U )，故 J(U)一0。在剩余的 2个属性中，I(气温) 
一 0．044的互信息最大，故选择其为子树的根节点。F气温 

低一{1，7}；F气温正常一{2}，属于坏心情类；F气温高一 

{5)，属于坏心情类；对于F气温低一{1，7)，选择 I(血压) 0． 

014作为子树的根节点。F血压低一{1)，属于“好心情”；F血 

压高一{7}，属于“坏心情”。根据计算结果画出的Agent决策 

树 ，如图 3所示。 

结论 本文根据信息系统的定义，提出了采用集合方法 

描述的多 Agent信息系统 ，研究了在多 Agent交互中规则的 

形成过程。用实例验证了采用 ID3算法挖掘 Agent规则，发 

现知识过程的可行性。在后续的研究中，将把知识发现功能 

融入到 Agent系统中，使其具备更强的认知能力。 
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