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快速核 Foley—Sammon鉴别分析及其在人脸识别上的应用 
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(南京理工大学计算机科学与技术系 南京210094)。 

摘 要 核 Foley-Sammon鉴别分析由于可以抽取得到原始样本的非线性正交特征，因此被广泛应用于模式识别的 

研究领域。但是该算法在具体求解每一个特征矢量过程中均需求解相应的广义特征方程，因此非常耗时。为了克服 

这一困难，提出了一种新的快速近似算法即核Foley-Sammon鉴别分析，有效地避免了多次求解广义特征方程。在 

ORL人脸数据库上的实验结果表明，该算法不仅在识别性能上优于核线性鉴别分析，而且在特征抽取速度上优于传 

统的核 Foley-Sammon鉴别分析。 
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Abstract Kernel Foley-Sammon Discriminant Amlysis(KFSDA)is extensively applied on the field of pattem recogni— 

tion with the capacity of extracting nonlinear orthonormal features from original samples．But each eigenvector should 

be achieved by calculating the corresponding generalized eigenfunction with this algorithm，and it is very time-consu— 

n1ing．In order to overcome this problem，a fast algorithm  of KFsDA named Fast Kernel Foley-Sammon Discriminant A— 

nalysis(FKFSDA)was proposed．Experimental results on the ORL face database demonstrate the proposed algorithm  

not only outperforms KelTlel Linear Discriminant Analysis(KI上 A)in recognition rates，but also outperforms conven- 

tional Foley-Sammon Discriminant alysis in feature extraction speed． 
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1 引言 

基于 Fisher准则[1。]的线性鉴别已被公认为特征抽取的 

有效方法之一，其基本思想是选择使得 Fisher准则函数达到 

极值的矢量作为最佳鉴别矢量 ，当样本在该矢量上投影后，同 

时达到最大的类间离散度和最小的类 内离散度。在 Fisher 

思想的基础上，Wilks[2]等创立 了经典的 Fisher线性鉴别分 

析，近年来，Belhumeur[3]等用来解决人脸识别问题。此外， 

Foley和 Sammon在 1975年提出了 Foley-Sarnmon线性鉴别 

分析 J(Foley-Sammon Linear Discriminant Analysis，FSL— 

DA)。FSLDA的基本思想是采用一组最大化 Fisher准则函 

数且满足正交条件的最佳鉴别矢量集进行特征抽取。由于满 

足正交条件的最佳鉴别矢量在几何上是独立的，因此可明显 

地降低用该最佳鉴别矢量集抽取得到的特征之间的冗余信 

息。然而 FSLDA的框架仍旧是基于线性变化的特征提取方 

法，因此最终抽取得到的仍然是线性特征。但是，现实中许多 

问题都是非线性可分的。例如在人脸识别问题中，由于光照、 

姿态、表情等不同而引起的人脸 图像差异所造成的人脸图像 

分布往往是非线性的和复杂的[5]，所以上述 FSLDA方法在 

完成人脸等图像识别任务时不能取得令人满意的结果。为了 

解决非线性问题的特征提取问题，有学者采用核技术 “ 将 

FSLDA方法推广到高维空间，得出了核 Foley-Sammon鉴别 

分 析[12,13](Kernel Foley-Sammon Discriminant Analysis， 

Ⅺ DA)方法。但是无论是 FSLDA方法还是 KFSDA方法， 

在求解得到前 r个特征向量之后，再求解第 r+1个特征向量 

时 ，均需求解一个相应的广义特征方程，因此计算的复杂度和 

时耗较高。为了克服这一困难 ，本文针对人脸识别问题，采用 

KFSDA提出了一种取得非线性正交 Fisher特征向量的新方 

法——快速核 Foley-Sammon鉴别分析 (Fast Kernel Foley- 

Sanlnlon Discriminant Analysis，FKFSDA)，有效地降低了计 
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算特征向量的时间复杂度，在人脸数据库上的实验结果也验 

证了该算法的有效性。 

2 相关算法分析和实现 

2．1 Foley-Sammon线性鉴别分析 

设 ，(U2，⋯， 为C个样本类 ，原始样本 X为 维实矢 

量 ，即 X∈ ，则相应 的类内散布矩阵 、类间散布矩阵 S6 

和总体散布矩阵 S 分别为 
1 C Ni 

一  

善蚤( 一 )( 一巩) (1) 

一 萎 ( 一砜)(矾一 ) (2) 

s一~／__21(Xj—rno)(X~一mo) 一 +S6 (3) 
其中， 为第 i类训练样本的数 目，N为训练样本的总数，弼 

( 一1，⋯，C； 一1，⋯，Ni)表示第 i类中第J个训练样本 ，XJ 

( 一1，⋯，N)表示第 个训练样本，mi—E{XlXE蚴)为第 i 

类训练样本的均值，mo一∑城 为全体训练样本的均值。 

则 Fisher鉴别准则函数定义为 

-，(．w ． 而wrsbw (4) 

特别地，当 非奇异时，Fisher准则等价 如下： 

J(w)一而WrSbW (5) 

假设 wi，⋯， 是通过 Fisher鉴别准则得到的 FSLDA 

最佳鉴别矢量集，则 ，⋯， 按如下方式产生：wl是第一 

个 Fisher鉴别矢量，即 

=arg (W) (6) 

同时，假设我们已经得到前 r个 FS最佳鉴别矢量 ， 
⋯

， ，则第 r+1个 FS最佳鉴别矢量 + 满足条件 

wT+1Wi一0， 一1，2，⋯，r (7) 

下使得 J(w)为最大的鉴别函数。 

事实上，FS最佳鉴别矢量集的第一个矢量就是 Fisher最 

佳鉴别矢量，即广义特征方程 Sw— W 的最大特征值所 

对应的单位特征矢量砌 。在求出 FS最佳鉴别矢量集的前 r 

个鉴别矢量 W ，⋯， 之后 ，第 r+1个 FS最佳鉴别矢量 

可以由求解下列优化问题得到： 

(max(J(W)) 

Wr-bl—o，J一1，2，⋯ ，r (8) 

L叫 1∈R 

此优化问题可以通过相应地求解特征方程的形式得到解 

决 ，因此我们可得到以下的定理。 

定理 1 当矩阵 S 可逆时，FS最佳鉴别矢量集的第一个 

鉴别矢量 取为单位化的 Fisher最优鉴别矢量 ；当取得前 r 

个最优鉴别矢量 W 一，Wr之后，第 r+1个鉴别矢量 为 

下列广义特征方程的最大特征值 一 所对应的单位特征向 

量 ，且满足 ( 1)= 一 ： 

B S6W — 5fW (9) 

其中 

B 一L—DT(DrS Dr) S 

Dr一(va，w2，⋯ ，Wr) (1O) 

因此根据 FsLDA的定义 ，我们可以得出： 

(1)FsLDA方法是一种正交变换 ； 
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(2)在所有的正交变换中，F A方法在 Fisher判别准 

则意义上是最佳的。 

2．2 核 Foley-Sammon鉴别分析 

FSLDA方法由于只能得到数据的线性特征，所以无法对 

非线性特征进行有效的特征提取，因此有学者采用核技术得 

出了基于核函数的 KFSDA方法。基于核函数的 Foley-Sam— 

mon鉴别分析_】 ”]基本思想是：首先将原始训练样本通过一 

个非线性映射 变换到某一高维(可能是无限维)特征空间 

H 中，然后在此高维特征空间 H 中完成 FSLDA。由于特征 

空间 H 的维数非常高甚至可能是无穷维，为了避免直接显式 

地处理变换后的样本，因此在实现过程中引入了核函数[6]，即 

著名的核方法(kernel trick)。 

设经过非线性映射 后所对应的样本矢量为 (X)∈ 

H，那么高维特征空间 H中训练样本的类内散布矩阵S 、类 

间散布矩阵 和总体散布矩阵S 分别为： 
1 C Ni 

5：一 ∑∑( (xj)一 )( (xi，)一 ) (11) 
』 = 1 = 1 

C r 

一 ∑x f‘( 一 )( 一 ) (12) 
l= l』 

1 N  

一  

蚤( ( )一神)( (xJ)一稿) (13) 
其中， 和N定义同FSLDA， (墨 )(i一1，⋯，C；J一1，⋯， 

)表示高维特征空间H 中第i类的第 个训练样本 ， (xJ) 

( 一1，⋯，N)表示高维特征空间 H 中第 个训练样本， 一 

E{ (X)l西(X)∈ )为高维特征空间 H 中第 i类训练样本 
C 

的均值，删 一∑ 为高维特征空间 H 中全体训练样本的均 

值。 

因此，高维特征空间 H 中广义 Fisher鉴别准则函数可定 

义为： 
d 

∑wTS；~w 
J(gO一 —一  (14) 

∑wYS,*w 

其中， 一(va，砒 ，⋯，wd)表示在高维特征空间 H 中的特征 

矢量集。 

在高维特征空间 H 中，KFSDA可定义为：寻找一组广义 

最佳鉴别矢量 w ，⋯，w ，它们在最大化广义 Fisher鉴别准 

则函数式(14)的同时满足以下正交条件，即 

一0，Vi=／=j， ， 一1，⋯，d (15) 

但是，我们知道特征空间 H 的维数非常高甚至是无穷维 

的，直接显式地计算求解一组广义最佳鉴别矢量集 ，⋯， 

是不可能的，因此必须对式(14)、(15)进行变换，使它们只 

包含映射后样本的内积运算，这样就可以利用核方法进行有 

效的计算。根据再生核理论，任何一个解矢量w一定位于由 

特征空间 H 中所有的训练样本 (X )，⋯， (Xw)所张成的 

空间，因此我们有 

W一∑at (Xi)=Oa (16) 
￡= 1 

其中， 

一 (西(X1)，⋯，西(XN)) 

口一(口 ，⋯ ，口N)丁∈RN (17) 

把特征空间 H中的样本 (Xi)投影到 W 上： 

(x|)一a 矿  (Xi)一 T( (X1) (Xi)，⋯ ， 

(XN) eg(Xi)) 



 

一a (愚(X1，Xi)，⋯ ，愚(XN， ，1)) 一口 x (18) 

其中，&．一(走(X1，Xi)，⋯，k(Xu，Xi)) 。 

定义 1 我们称式(17)中的 a为广义核鉴别矢量，若 &一 

(愚(X ，X)，⋯，k(XN，X)) ，则称 & 为核样本矢量(对应于原 

始输人样本 )。 

定义2 若 ， 。，⋯，‰ 为N个核样本矢量(分别对 

应于原始训 练样本 X1，X2，⋯，XN)，令 K一( ，&，，⋯， 

& )，则称 K为核矩阵。 

由此定义易知核矩阵 K为N×N对称矩阵(N为训练样 

本总数)。 

将特征空间 H 中训练样本类均值矢量和总体均值矢量 

分别投影到 W 上： 
1 

w m 一 T中 ∑西(嬲)一 (19) 
』Y， ； l 

Wrm0~一 T ∑西(墨 )一口 o (2o) 
1 ‘= 1 ‘ 

其中， 
1 Ni 1 N

l 

一 ( ∑ (X1) (Xi)，⋯，· ∑ (x~) (Xi )) 
』 I 置 1 』 l ； l 

(21) 

1 N 1 N 

／．to一( 置 (X1) ( )，⋯， 盏 (xN) 西(墨)) 
(22) 

则对于一组解矢量 ，⋯， ，其 中 Wi一∑口} ( )一 ，， 

：1，⋯， ；此 时 一( (X1)，⋯ ，ep(XN))，Oti一(口 ，⋯， ) 。 

根据式(18)、(19)和(2O)，我们有 

∑wTS~w 一∑a K 。 (23) 

∑叫T 。 叫 一∑a K棚 (24) 

∑wTS?w 一∑口TK (25) 

其中， 

一 砉 (~i--／A0)(／~i--／-to) (26) 
， C N i 

一  1善蚤( 一 )( 一肛) (27) 

一  

蚤( 一 )(％一／1o)。r—K6+K” (28) 
定义 3 式(26)、(27)、(28)中的 K6、 和K 分别称为 

核类间散布矩阵、核类内散布矩阵和核总体散布矩阵。 

由此定义 ，易证明K6、 和K 均为N×N非负对称矩 

阵(N为训练样本总数)。特别值得注意的是在定义形式上 

它们非常类似于 ， 和 s7。 

由式(23)、(25)可知，高维特征空问 H 中广义 Fisher鉴 

别准则函数式(14)等价于： 

∑wTS~w ∑ ：搬 

J( 一孕—一 一寻一 一J( ) (29) 
∑wTSTw ∑a K 

即为 
d 

∑口 K 

-，( )： 一  
∑ K 

价于： 

，一口，f ，=aTKa，一0， 

V ≠ ，i， 一1，⋯，d，K为核矩阵 (31) 

定义4 我们把a ‰ 一0，( ≠ )称为 关于矩阵K 

共轭正交。 

定义5 若其中任意的两个矢量 啦，∞( ≠ ，i， 一1，⋯， ) 

关于矩阵 K共轭正交，则称 ∞，⋯，∞关于矩阵 K共轭正交。 

由式(30)、(31)，特征空间 H 中广义最佳鉴别矢量集 

W 一， 可转化为求解下列优化问题得到 

fmax(J( ) ] 
Ka 一0，Vi@j，i，J一1，⋯，d，K为核矩阵}． (32) 

I∞，⋯，甜ER (N为训练样本总数) J 

因此 ，该优化问题可类似式(9)通过求解广义特征方程的 

形式得到一组最大化准则函数式(30)且满足约束条件式(31) 

的广义最佳核鉴别矢量 a ”，a 。 

2．3 快速核 Foley-Sammon鉴别分析 

由以上的分析可以得出，在利用 KFSDA做特征提取时， 

当得到前 r个特征向量后 ，在计算第 r+1个特征向量时，需 

再次求解相应的广义特征方程，因此计算量非常大。本文给 

出了一种求解 KFSDA的快速近似算法[1 ，只需一次利用核 

线性鉴别分析得到相应的特征向量，无需多次求解广义特征 

方程，就可以得到相应的正交特征向量，因此有效地提高了计 

算速度。 

定理 2 假设 wl，⋯，Wd是通过核线性鉴别准则得到的 

d个鉴别矢量 ，那么我们可以同样定义快速核 Foley-Sammon 

鉴别分析的第一个特征矢量为 一 ，由此假定我们已经得 

到了前 k个特征向量 ”， (1≤忌≤ 一1)，那么第 志+1个 

核正交线性鉴别分析的鉴别矢量求法如下： 

+1一 +1一 ∑—"U~ W—h+1口 (33) 
t一 1 "Ui"Ui 

此定理我们极易证明 + 与 ，⋯， 是满足正交条件 

的，因此我们得到了一种取得核正交鉴别矢量的新方法，由定 

理 2确定的最佳鉴别矢量集 y=( ， ，⋯， )，其中d为鉴 

别矢量个数，可构成如下变换，称之为快速核 Foley-Sammon 

鉴别分析 ： 

y—VT (34) 

其中 定义如式(18)。 

由以上的分析可知，本文的算法是在传统核线性鉴别分 

析⋯ (KLDA)的基础上做正交特征 向量的提取 ，而传统 的 

KFsDA在做特征向量的求解过程中，需要解决一个相应的 

优化问题 ，因此在具体的算法实现过程中需要在求解每一个 

特征矢量时都对一个相应的广义特征方程做计算，因此整个 

求解过程非常耗时。本文提出的这种求解方法，本质上是对 

原始样本进行核 Fisher线性鉴别分析 ，所以只需求解一次广 

义特征方程即可，因此大大节省了特征矢量集的求解时间，提 

高了特征抽取速度。特别是当训练样本数 目较多时，构成的 

核矩阵 K的维数将非常大，多次求解广义特征方程是一个非 

常耗时的过程。 

(3o) 3 实验 

其中， 一( ，戗⋯，a,D。 

根据式(16)，高维特征空间 H中正交约束条件式(15)等 

我们的实验数据采用 ORL人脸数据库 。ORL人脸数据 
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库包括从 1992年 4月到 1994年 4月剑桥大学实验室拍摄的 
一 系列人脸图像，具体为 4O个人，每个人 由不同表情或不同 

视点的 10幅图像所构成，倾斜角度不超过 20度。人脸库中 

的部分人脸图像如图 1所示。 

图 1 ORL人脸数据库部分人脸图像 

实验中的训练数据集和测试数据集均随机生成，分别从 

每类中取 0=4，5，6构成训练样本集。每次实验 中的训练样 

本集均随机产生，数据库中训练样本集之外的数据构成测试 

样本集 ，最终抽取得到 39维特征，其 中的核函数采用 2种典 

型的核函数形式 ： 

1)多项式核函数 

k(x， )一(z· ) (35) 

2)高斯核函数 
II⋯ ．【l 2 

k(x， )一exp(一 兰 ) (36) 
厶 

最后采用最近邻分类器进行分类。我们的实验中，在每 

个不同训练样本数 目下均做 1O次不同的实验。表 1显示了 

在不同的实验方法中 10次不同结果的平均识别率( )和方 

差比较，括号中的数据为特征抽取时间(s)。 

从表 1的实验结果可以得出，在不同的核函数下，本文提 

出的基于正交变换的快速核 Foley-Sammon鉴别分析方法在 

识别性能上明显优于传统的核线性鉴别分析方法，并且稍优 

于核 Foley-Sammon鉴别分析方法。但是在特征提取的速度 

上，本文提出的新方法明显优于传统的核 Foley-Sammon鉴 

表 1 ORL人脸数据库上的实验结果 

别分析方法，并且基本达到了核线性鉴别分析方法的特征提 

取速度。 

结束语 抽取复杂样本的非线性特征是模式识别研究的 
一 个关键步骤，但是 KFSDA在实际应用中存在计算时耗较 

大的弱点。本文基于传统的核线性鉴别分析，给出了一种快 

速算法，有效地抽取到了原始样本的非线性正交特征矢量。 

与传统的核 Foley-Sammon鉴别分析方法相比较，本文提出的 

算法抽取最佳鉴别矢量集速度快，并且保持了较高的识别率。 

在 ORL人脸数据库上的实验结果验证了该算法的有效性。 
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