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基于概念的折半查找算法 
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摘 要 自顶向下或 自底向上两种标准查找方式不适合于具体领域逻辑，且缺乏灵活性。模拟有序数组中的折半查 

找，提 出逻辑空间上的折半查找方法，证明该查找方法在保持完备性和非冗余性的同时，还提供 了更好的灵活性，最后 

给出了该查找的通用算法，并分析其复杂性。 
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Abstract The standard strategies of top-down and bottom-up search are ill-suited to domain specfic logics，and lack 

flexibility．This paper therefore introduced a binary search strategy，that is analogous tO a bina ry search in an ordered  

array．We proved this provides more flexibility in the search，while retaining completeness an d non-redundan cy．W e 

presented a novel algorithm for learning using domain specific logics and binary search，and analysed its complexity． 
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1 引言 

在逻辑信息系统中，所有对象用具体领域的逻辑描述 ，逻 

辑公式按照包含[(蕴含)关系构成了逻辑表示空间，在逻辑 

表示空间下需要查找满足某些条件的逻辑公式，例如：数据挖 

掘、机器学习等。大多数现有查找算法采用 白顶向下或 自底 

向上的方式遍历搜索空间，在逻辑空间中，越往上描述对象的 

公式越一般(通用)，而越往下描述对象的公式越具体。自顶 

向下查找是从描述所有对象的最通用公式开始，重复例化它， 

直到例化满足要求为止。底公式是搜索空间上最具体的公 

式，自底向上查找是从底公式开始 ，对它们进行泛化，或计算 

两公式之间的合一运算。该运算对一阶谓词逻辑是求最小一 

般泛化[ 、对描述逻辑是求最小公共包含[2]或对序列模式求 

最长公共子序列[3]。自底向上查找的困难之一是对象顺序的 

安排和噪声数据的敏感性，困难之二是底公式数量很大，甚至 

无穷大，以至求最小一般泛化(1ggs)的数量可能无法处理。 

目前存在例化和泛化两种运算相结合的方法。一种是在 

某些点应用泛化运算改变 自顶向下的查找[5]，另一种是从搜 

索空间的任意点开始轮流应用例化和泛化运算以描述更多的 

正例和较少的反例。但双向搜索的查找算法是贪婪的或随机 

的，不能保证找到最优的方法。 

查找方法通常是在灵活性、完备性以及非冗余性之间找 

到一种折衷方案，查找方式越灵活，完备性和非冗余性就越困 

难。一方面，当仔细设计纯 自顶向下的查找的细化运算时，它 

具有弱的完备性和非冗余性，但灵活性不够，采用启发式调整 

查找变得困难；另一方面，随机双向查找是非常灵活的，但它 

不能保证完备性，也不保证非冗余性。灵活性允许应用启发 

式搜索对每一个查找的位置进行评估 ，得到最好的位置，再从 

这个位置进行搜索直到 目标。 

本文提出一种新的基于概念的查找算法，它采用跳跃式 

双向遍历搜索空间，类似于有序数组上的折半查找。该算法 

的优点：(1)查找是数据驱动型，可以解决搜索空间中的无穷 

链问题，允许采用更广泛逻辑；(2)既能够保证算法的完备性、 

非冗余性，又具有更好的灵活性。 

本文首先研究基于概念的查找和折半查找思想；然后研 

究逻辑空间上基于概念的折半查找的实现，最后给出折半查 

找的通用算法及其复杂性分析。 

2 基于概念的查找 

定义 1 逻辑信息系统(背景)是一个三元组 K一( ， 

)，其中： 
一  是有限对象集 ； 
一  是一种逻辑； 
一  ∈ 是每个对象 0∈ 到逻辑描述 (0)∈ 的映 

射。 

对象用逻辑公式描述，不同语法表示的公式可以证明是 

等价的，公式之间的逻辑等价被认为是在查找算法中存在冗 

余的原因之一 ，在查找算法中这些等价应该被识别，只需考虑 

其中一个就可以了。 

定义2 具体域逻辑定义为 =(L，[)，包含如下内容： 
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(1)L为公式语言； 

(2)公式上的运算：合取(r])、析取(u)、否定(_7)、重言式 

(T)、矛盾式(上)等； 

(3)语义 ，所有公式的解释集 I。i}，表示i是，的一 

个模型，任意公式 fEL的模型集记为M(，)一{iE JIi}f)； 

(4)包含(蕴涵)关系[：公式之间的泛化顺序。，[g当且 

仅当，的所有模型也是g的模型。当，[g和g ，，和g 

逻辑等价，记为卢 g。设FC~：L，g∈L，FE 等价于 feF： 

，Eg；g 等价于VfEF：gE厂。 

除了逻辑等价外，在具体数据集中还存在另一种弱逻辑 

等价形式。如果两个公式覆盖相同的对象集则它们概念上等 

价，该等价类称之为形式概念，这一思想可用形式概念分析[6 

理论进行形式化，对数据集进行有意义的分组。 

定义 3 设 K一( ， )为背景。对象 0称为公式 -厂的 

覆盖，当且仅当占(o)[，；公式 fEL的外延(或覆盖)定义为 ， 

所覆盖的所有对象集：extK(，)一{o6 I (o)[厂}。 

定义 4 设( 为背景，概念是一对(Ext，Int)，其中 

f 为内涵，Ext 为外延且满足 Ext≠D，Int是覆盖 

Ext中所有对象的所有公式的非空类： 

Int {厂∈ extK(厂)一Ext}， ￡≠D 

并非所有对象集一定是外延 ，这取决于逻辑的表达力和 

背景。例如：表 1所列的逻辑描述背景中，对象集{O。)不是外 

延，因为 O。描述覆盖 Oz，覆盖 O。的所有公式也覆盖 02，然而， 

{O ，O。}和{Oz}两对象集为外延，图 1为至少覆盖一个对象的 

所有公式图，这些公式被形式概念划分成 4部分(概念)。 

表 1 逻辑描述背景 

对象 

ol 

02 

o3 

描述 

a一2＆ FR 

a一3＆ FR 

3& (FRVJR) 

图 1 逻辑搜索空间被概念划分 

这样，逻辑查找空间被划分成若干形式概念，目的是要在 

该区间上查找满足要求的形式概念逻辑表示 ，因此，理想的做 

法是查找在概念之间进行而不是在公式之间。尽管公式的数 

量可以无穷大，但概念数量肯定是有限的不会超过 2 ( 为对 

象的数量)。然而，概念不可以直接查找，因为还没有容易的 

方法在概念内涵中选择一个概念表示。一种大胆选择是最通 

用表示，一种谨慎选择是最具体表示，这两种选择方式都存在 

不足。本文设计一种在逻辑空间上的查找算法，它近似概念 

之间的查找，下一节引入这种查找的基本思想。 

3 折半查找 

概念不可以直接探测，只能通过逻辑公式，与生成公式的 
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数量相比访问概念的数量最大化。而概念是由背景决定的， 

这种查找探测具有强烈的数据驱动性质。 

为了更好地理解概念内涵的结构，首先证明概念内涵由 

互不影响的包含链构成。 

定理 1 设 ， 是属于同一概念内涵的两个公式(即 ext 

(z)=ext(y))。那么所有满足 zU_z[ 的公式 z同属一个概 

念内涵。 

证明：从定义 3直接得到，如果 z[-z ，那么 ext(z) 

ext(z)~_ext(y)。z和 Y属于同一内涵，它们具有相同外延， 

那么 z也属于相同外延，因此属于同一概念内涵。 

这意味概念内涵集中于查找空间的一个狭窄的区域，整 

个查找空间被划分成若干个这样的区域。当查找过程沿着一 

个或几个链一步步到达概念时，显然存在冗余，如图1所示， 

每个概念含有长度 2或 3的这种链。 

为了近似概念之间的查找，应该考虑较大的跳跃而不是 

最小的步距，许多随机查找完成这种跳跃，但它们通常是语法 

驱动型而非数据驱动型，不能保证这种查找的完备性和非冗 

余性。 

在数据结构中讲述的折半查找方法是将数组有序(递增 

或递减)排列，查找过程中采用跳跃式方式查找 ，即先以有序 

数组的中点元素为比较对象，如果要找的元素值小于该中点 

元素，则将待查序列缩小为左半部分，否则为右半部分。通过 

一 次比较 ，将查找区间缩小一半。折半查找是一种高效的查 

找方法。它可以明显减少比较次数，提高查找效率。但是，折 

半查找的先决条件是查找表中的数据元素必须有序。 

本文是要在逻辑空间上实现折半查找，在逻辑空间上实 

现跳跃以到达不同的概念，问题在于通过这种跳跃可能丢失 
一 些有意义的概念，使查找不完备，而有序数组的折半查找， 

从向上和向下两个方向实现跳跃，这要求逻辑空间上的折半 

查找应设法避免循环、不完备和冗余。下一节我们重点研究 

如何实现这种查找，并证明这种实现具有良好性质。 

4 逻辑空间上折半查找的实现 

在逻辑空间中实现折半查找，有两个重要概念：折半位置 

和折半运算。对于有序数组的折半查找，两个概念分别指有 

序数组中位置的区间以及定位该区间的中间元素。在逻辑搜 

索空间中，这需要重新定义。 

逻辑空间中的折半位置定义为逻辑公式区间[j，，Z]，其 

中 是下界，公式集 z为上界 ，该区间上的折半运算定义为 

产生新的公式集 X(等价于中间元素)，每个生成的公式 X满 

足：(1)X比Y更一般，即Y[z；(2) 不比Z中任意公式更不 

一 般，即z -z，增加这些到目前已生成的所有公式集 F中。 

在折半运算中增加对象 0用来保证每个生成的公式z比y覆 

盖更多的对象，以到达不同的概念，这意味 0不属于 Y的外 

延。为了避免产生两次相同的公式，位置( ，0，Z)中的公式 

集Z定义为比公式Y和对象描述 (0)更一般的、且最具体的 

提取公式，即 和 (o)的最小上界，记为 lUbF( ， (D))。 

定义 5 设 K一( ，(L，[)， )为背景，F L为目前生成 

的公式集(开始为 ( )，关于 F，折半位置是一个三元组( ， 

0，Z)，其中y6F，oE extK( )，且 ZC_F定义为F中Y和 

(D)的最小上界，即 lubF( ， (D))，简写为( ，o)，因为 Z可从 

它和 F中推出。 



 

逻辑区间定义为折半位置的一种抽象 ，折半运算定义为 

应用于逻辑区间上的逻辑运算。 

定义 6 设(L，r-)是一种逻辑，逻辑区间是三元组( ，d， 

Z)，其中y，dEL， L，Y[Z和d EZ。折半运算是从任意逻 

辑区间( ，d，Z)到公式集 X L的函数，所有 scEX满足：(1) 

yC_x，(2)d[z，(3)Z 。 

按照上述定义，生成的新公式 是已生成的公式 Y和Y 

没有覆盖的对象0的泛化。从这里可以看出，折半查找类似 

于自底向上策略，主要区别在于生成的公式不需是最小一般 

泛化，因此生成的公式集不需要是最小一般泛化，通常，在查 

找中使用表达力强的逻辑会有许多非常具体的lggs，而使用 

简单逻辑则可能会丢失有意义公式的风险，这两者之间存在 

折衷。在折半查找中，这种折衷消失了，因为可以先产生想要 

泛化的有限集，如果需要，再应用折半运算细化它们。 

向同一位置多次应用折半运算会出现产生公式的冗余 

吗?下面证明折半查找在冗余性方面的性质。 

定理 2 所有生成的公式至少覆盖背景中的两个对象。 

证明：按照定义 5，从位置( ，0，Z)生成的所有公式 比 

Y和 (0)两者更一般，这要求如果 Y至少覆盖一个对象，那么 

z至少覆盖 2个对象。因为初始时，公式 y是对象描述(定义 

4)，至少覆盖一个对象。证毕。 

这意味着折半查找具有强烈的数据驱动型，避免考虑与 

背景无关的公式。而通常 自顶向下的查找要考虑覆盖空对象 

的公式。底公式的使用可以保证生成的公式至少覆盖 1个对 

象，而不是 2个，即使自底向上策略应用泛化运算不能保证这 

个结果。 

定理 3 设 F为 目前生成的公式集 ，关于 F，所有生成的 

特征 都是新的，即 硭F。 

证明：反证法。设 是从某个折半位置( ，0，Z)生成的 

特征，且属于 F。由定义 6知：Y巳 ， (0)[z，Z z，且还有 X 

∈F，这要求 Z=lubsF( ， (D))[ ，这是矛盾的。 

逻辑空间上的折半查找是非常灵活的，因为它对折半位 

置的顺序无要求；查找也是双向的，既可以用逻辑上界也可用 

逻辑下界产生公式。此外，在查找中没有冗余，尤其消除了循 

环的危险。因此，当向同一折半位置几次应用折半运算将会 

发生什么呢?首先 ，折半位置由一对( ，0)描述 ，逻辑区间的 

上界 Z为 lubsF( ， (D))，当从这个位置生成的公式 X插入到 

F中，得到 Z的更新为 lubsFu( }( ， (0))。由定义 6知，这要 

求 属于z的新定义，避免从( ，0)中再产生它。这样，z作 

为从位置( ，D)或其它位置已产生公式的存储器，生成的公式 

限定在( ，0)和 lubsFu~ )( ， (o))或(z，0 )和 lubsFu( }( ， 

(o ))之问，其中o 是z没覆盖的对象，因此是折半查找思想。 

与有序数组中的折半查找不同，该查找必须在两个半逻辑区 

间中进行。 

定理 4 设 F为 目前生成的公式集 ，对于从位置( ，0，Z) 

生成的所有公式 ．27，z的概念区别于Y或 (0)的概念。 

证明：因为 是 Y和 (D)的泛化(定义 6)，得到 esct(y)U 

( (0)) ext(sc)，而且 esct(y)≠D(定理 2)和。 ext(y)，这 

要求 ext(x)严格大于 ext(y)和 ￡( (0))，因此属于不同的概 

念(定义 3)。 

上述定理证明通过要求新生成 的公式 z到达不同于下 

界Y的概念的概念来探测尽可能多的概念思想，这可通过使 

用附加对象做到。使这个概念区别任何上界 zE Z的概念也 

是可以的，方法是使用z中的所有上界都覆盖而下界Y不覆 

盖的另一对象0 ，生成的公式将会覆盖 0而不覆盖 0 ，不过， 

在折半运算的定义中处理这个负约束是困难的。更重要的是 

这将会使折半查找不完备，因为即使生成的公式属于上界的 

概念，下界产生更多的泛化公式和到达新概念有一定意义。 

在假设折半运算 自身完备的情况下，下面证明折半查找的完 

备性。 

首先 ，设折半运算为 binary，逻辑区间上的递归应用定义 

为连续应用的结果。 

定义 7 设( ，d，Z)为逻辑区间，b／nary．( ，d，Z)表示该 

区间上 次应用折半运算 ，定义如下： 

binaryo( ，d，Z)一 

binary．+1( ，d，Z)一6 ， +l( ，d，Z)Ubinary(y，d，Z 

Ubinary．( ，d，Z)) 

该定义有助于定义折半运算的完备性，因为它能近似所 

有包含一个逻辑区间2个下界的公式。 

定义 8 折半运算 binary是完备的，当且仅当对于所有 

逻辑区间( ，d，Z)和满足 Y[z，dEx，Z z所有公式 。存 

在一个有限数 和公式 ∈binary．(y，d，Z)使 E 。 

使用较弱条件 z [z代替z 三z原因是会破坏折半的思 

想，因为这要假定逐步探测。折半运算的作用的确是在下界 

Y和上界Z之间某处找到公式，如果z 太具体，可以通过向另 
一 个位置(z ，y ，Z，)应用折半运算来泛化它。同时，如果它 

们表示同一概念，可使用 z 代替z作为区分概念的目标。 

关于区分概念，下面证明折半查找是完备的这个重要结 

论。 

定理 5 设 binary是完备的折半运算，F是已生成的公 

式集，对于满足 ext(x)≠D的所有公式 X F，且在 F中不存 

在更具体的概念表示(即 ∈F：z [ ，ext(x )一ext(x))， 

通过有限次的折半运算，可以产生 比．7C更具体的公式X 且它 

们同属一个概念。 

证明：首先，辨识从折半位置 ( ，0，Z)生成的公式 z，设 

yEF是满鼬 [z的公式，因为 ext(sc)~空，至少包含一个对 

象描述，初始 F含有所有对象的描述。现在，如果 ext(y)一 

ext(x)，这与假设 z没有更具体的概念表示矛盾，否则 ，肯定 

存在由X覆盖而Y不覆盖的对象 0，那么( ，0， 是一个折半 

位置，其中z—lubsF(y，艿(D))。如果存在上界z∈Z满足z[ 

X，那么通过用 取代Y作为下界重新开始，这个取代下界的 

过程将结束，因为 z的外延严格大于Y的外延(增加对象 o)， 

且 X的外延是有限的。否则， 是折半位置( ，D，Z)可接受的 

产生特征。 

其次，由定义 7，我们推导出通过向逻辑区间( ， (0)，Z) 

应用有限次数的折半运算可产生公式 [ 。如果ext(x )一 

ext(x)，那么结论被证明。否则，在这个证明的开始，用新的 

公式 取代Y重新开始，这一取代过程将结束，因为由定义 5 

我们还知道，z 具有比Y更大的外延，因为它覆盖 extK( )和 

0o 

从区分概念的角度，这个定理可以给出更简单的形式。 

推论 1 设 K 为背景 ，通过从 F= ( 开始的折半查找， 

K的所有概念被区分，即，通过有限次数的运算找到一个逻辑 

表示 。 

· 237 · 



 

证明：设 f是概念，在 F中没有它的表示，且 F是一 

个未知表示。由定义 4知，ext(x)≠0，因为概念是具有非空 

外延 ，按照定理 5，概念 c的表示 [ 可在有限次数的运算 

中产生。 

定理 5的证明揭示了3个迭代。第一是经由折半位置的 

迭代，为了找到可产生公式x的折半位置；第二迭代是折半运 

算的递归应用，直到找到z的实例x 为止；第三个迭代是进 

一 步泛化 x 直到到达 的概念；这意味从新生成的公式构建 

新的折半位置。 

定理5及其推论证明在有限时间内可以区分概念，即使 

逻辑查找空间是无限的，即使 lggs是不确定的或无限的，在 

不约束应用域逻辑的情况下这个结论通过自顶向下和自底向 

上查找不可能获得。 

5 通用算法及其复杂性 

下面给出算法的伪码 ，设背景 K一( (L，[)， ，初始公 

式集 F，从 F中得到折半位置的初始集 P，事实上，折半位置 

仅有 2个部分( ，0)存储在 P中，第三个部分 Z=lubsF( ， 

(o))取决于当前特征集 F，这些位置用于通过折半运算产生 

新的公式集，进而又产生新位置。当没有新的公式集产生时， 

位置删除，当没有位置余下时，整个过程结束。 

1 Ft— ( ； 

2 {( ，D)∈F× Jo extx( ))； 

3 whileP≠O do 

4 ( ，0)—选取合适的 P； 

5 Z0lubsv(3，， (o))； 

6 一6西mry(y， (0)， ； 

7 if X一0 then 

8 P—P＼{( ，0)}； 

9 else 

1O F—FUX； 

11 P—PU{(z，D)∈X× 10 extK( ))； 

12 done 

上述算法的输出是表示背景 K 的所有可能概念的公式 

集。在我们的实现中，生成的公式集 F内部表示为包含序的 

Hasse图，该表示与表(1ist)相比具有不少优点：(1)代价高的 

包含测试仅用于F中新元素的插入，在算法其它地方不用； 

式(2)的外延可以通过该图简单的向下遍历来计算 ，事实上， 

在公式插入时完成并储存 ；(3)2元素的 lubs也能通过图的 

遍历来计算，节省了许多包含测试。 

算法伪码的第 4行，可通过启发式算法产生最想要 的位 

置，这要求位置是有序的。P内部用二叉树表示，这种表示能 

够选择最佳位置，增加新位置用 O(1oglP1)时间，而采用表结 

构的时间为 0(IP1)。 

现在讨论算法的复杂性，首先，定义背景中的对象数量为 

— I ，N=IFI为生成的公式的数量，其次，位置的数量IPI 

不超过Nn，再者，每次折半查找运算只产生一个公式。算法 

中重要几行的复杂性如下：(1)第 4行为 O(1og(Nn)：最佳位 

置的检索时间；(2)第 5行为0(N)：lubs的计算时间；(3) 

第6行为0(Idicho})：折半运算的时间；(4)第 1O行为O(N 

I[1)：在 Hasse图(F，[)中新公式的插入 ；(5)第 11行为 0 

( (IhI+log(Nn)))：将计算新位置以及插入它们的时间所 

产生 N个公式的局部复杂性综合起来，整个算法的最坏复杂 

性为：O(N2 l亡l+NIdichoI+N，l(1hI+log(N)))。第一项 

是非常重要的，在包含图中反映新公式的插入，第二项对应折 

半运算的应用，第三项表示评价和排序位置的代价。各种实 

验已经证明两个主要的开销是在图中新公式的插入和折半运 

算上，这也与理论上的复杂性一致，因为当生成的公式越来越 

多，第一项所花的运行时间也在增加。 

结束语 本文提出一种新的基于概念的折半查找算法。 

它的优点：(1)该算法是通用算法，所用的逻辑是抽象的，可用 

简单的基本逻辑，或具体领域使用的复杂逻辑来实例化它。 

(2)因为折半位置的顺序是任意，所以它提供了更为灵活的 

查找，并在查找的同时保持完备性和非冗余性。同时，折半运 

算也存在一些灵活性，因为它的定义并不像细化运算和泛化 

运算那样受约束。 
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