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一 种权值直接确定及结构 自适应的 Chebyshev基函数神经网络 
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摘 要 基于函数逼近理论，构造一种 Chebyshev基函数神经网络模型。推导出该网络模型的权值直接确定方法，可 
一 步计算出权值，克服 了传统 BP神经网络学习率选取 困难、学习过程冗长和易陷入局部极小等缺点。在此基础上， 

设计了基于二分搜索的结构自适应算法，根据精度要求自动确定网络最优结构。理论分析及仿真验证均表明，该网络 

不仅能够快速地完成网络权值确定和结构自适应，且具有优异的学习与逼近能力，而且对随机加性噪声也具有较好的 

抑制作用。 
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Abstract A model of neural network based on Chebyshev basis functions was presented to remedy the drawbacks exi- 

sting in conventional BP neural networks，such as，slow learning rate，local minima，and difficulties in determining opti— 

mal structure．The values of the weights in such a neural network can be quickly determined by the proposed weights- 

direct-determination method．The structure of such a neural network canalso be adjusted automa tically according to the 

required precision．Theoretical analysis and simulation results both show that the new neural network model and its al— 

gorithm can not only avoid some disadvantages of conventional BP networks，but also have a faster determ ination speed 

on the neural-network weights and structur~ 
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1 引言 

BP(Back Propagation)神经网络是 由 Rumelhart和 Mc— 

Clelland等人于 1986年提出的一种前向神经网络模型[1]，现 

已成为应用最为广泛 的神经网络模型之一[2 ]。然而，传统 

BP神经网络及其学习算法具有以下一些固有缺陷E引：1)学习 

率和网络结构的确定缺乏完善的理论指导 ；2)迭代过程冗长， 

收敛速度较慢 ；3)易陷入局部极小而难以达到全局最优。针 

对上述问题 ，国内外研究者已提出不少改进算法[6 ]。由文 

献[8，9]对常用BP改进算法的分析可知，这些改进算法能在 
一 定程度上优化传统 BP算法，但并未从根本上克服上述缺 

陷。 

另外 ，由于很多实际问题可转化为对非线性目标函数的 

逼近问题，因此，研究神经网络对非线性函数的逼近能力具有 

重要的实际意义[1。。。另一方面，函数逼近论揭示了正交基的 

线性组合对非线性函数有着强大的逼近能力，由此，人们研究 

了大量以正交基作为神经元激励函数的神经网络模型[11 13]。 

其中，文献[-11，123证明了在最高幂次相同的情况下，基于 

Chebyshev正交基所构造的网络可比基于其它正交基构造的 

网络有更高精度的函数逼近能力。 

基于上述认识，本文构造和优化了一种 Chebyshev基函 

数神经网络模型，并推导出其网络权值的直接确定公式，该公 

式能够一步计算得到网络最优权值，从而克服了传统 BP网 

络学习算法学习率选取困难、迭代学习过程冗长、易陷入局部 

极小等固有缺陷。此外，设计了基于二分搜索的网络结构自 

适应确定算法，根据学习的目标精度要求 自动确定网络的最 

优结构(最简意义上)。 

仿真结果也进一步表明，本文构造的 Chebyshev基函数 

神经网络具有快速、高精度的学习和逼近能力，且能够根据工 

程实际要求，自适应调整网络结构。 

2 Chebyshev基函数神经网络模型 

本节首先给出Chebyshev基函数定义及其函数逼近相关 

定理，然后再给出基于Chebyshev基函数的神经网络模型。 

2．1 Chebyshev正交多项式 

定义 1 E143 已知g(z)与 (̂z)是在区间[n，6]上的函数， 
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定义 g(z)与 (̂z)的带权内积为： 

<g(z)，̂(z))一I p(x)g(x)h(x)dx 

其中ID( )为权函数。若g(z)与 (̂ )的带权内积为O，则称g 

( )与 (z)关于权函数|D( )正交。其中，在区间[一1，1]上， 

关于权函数lD(z)一— 两两正交的多项式簇称为Cheby— 

shev正交基，它可表示为： 

( )一cos(k arccos z)，k=0，1，2，⋯ 

若令 —cosO，O≤8≤7c，则 Tk(z)一COS kO，可得到其递推公式 

如下： 

L +2(z)=2x 十1( )一 ( )，k=0，1，2⋯ 

定义2E 记 C[n，6]为在[口， 上连续的所有函数构成 

的空间，设 ，( )是区间[口，6]上的连续 目标函数 (记为 ，(z) 

∈CCa，6])， 是CFa，bq的一个 ，z维子空间，{ (z)}2三3为 

的一组基。取权值{ }2三3，使得J=(，(z)一∑ (z)) dx 

最小，则称圣 ( )为厂(z)在 ，6]上的最佳平方逼近。 

若定义 2中的基取 Chebyshev正交基 ，即{仇( ))2三3一 

{ ( )} n；--3，有如下定理。 

定理 1[ 设 ，(z)∈cF-1，1]且一阶导数连续，若 

wkT (z)为，(z)在[一1，1]上的最佳平方逼近，则当 —o。 

时，级数∑wkT (z)在[一1，1]上一致收敛，且 

，(z)一 To( )+ 7"1(z)+⋯ (1) 

在实际应用中，随着 k的增大， 很快趋于 0，我们可用 

式(1)的部分和逼近 ，( )。定理 1说明了有限项 Chebyshev 

正交基的加权和能以任意精度逼近定义在[一1，1]上的任意 

有连续导数的函数。 

2．2 网络结构 

基于上述 Chebyshev正交基，本文构造的神经网络模型 

如图 1所示。该网络为单隐层神经网络，其输入、输出层均采 

用线性函数 “(z)一z作为激励函数。假设满足精度要求的 

最小隐神经元数 目为 ，则各隐神经元激励函数{ ( )}2三6可 

采用 Chebyshev正交 基 的前 项，即 {钕 (z)}2 5一 { 

( ))2三3。输入层到隐层的连接权值可恒为 1，隐层到输出层 

的权值简记为{wk)Z三3，则网络输出为 ： 

一 ∑ 妒 ( ) (2) 

显然 ，只要确定了该网络的隐层神经元数 目和隐层到输 

出层的权值，就可以唯一确定该网络。 

图 1 Chebyshev基函数神经网络模型 

3 权值直接确定法 

为了克服传统BP算法学习率选取困难、收敛速度慢、易 

陷入局部极小等缺点，对于上述 Chebyshev基函数神经网络， 

本文推导了无需迭代过程的权值直接确定公式 ，可一步算出 

其网络最优权值。 

下面给出相关定义、定理及权值直接确定公式的基础理 

论和推导过程。 

定义 3[】 设长方阵 A∈ 。如果矩阵 B同时满足 

以下 4个 Moore-Pertrose方程：1)ABA—A；2)BAB—B；3) 

(AB) r—AB；4)(BA) =BA，则称 B为 A的加号逆(也称 M-P 

伪逆)，记为B=A 。上标 T表示矩阵或向量的转置。 

定理 2[1 ] 对任意矩阵A∈ ，其加号逆存在且惟一。 

定理 3[ ] AE ，bE ， =A b是相容方程组 

Ax一6的惟一极小范数解，或是不相容方程组Ax=b的惟一 

极小范数最小二乘解 。 

假设网络的隐神经元数目为 ，学习样本个数为 m，输入 

输出样本对为{(z ，d )} ，记隐层到输出层的连接权值向 

量 W、样本输出向量 d、网络的实际输出向量 Y分别为： 

叫一[ 砌 ⋯ 一1] ∈ 

d一[-do dl ⋯ 一1] ∈ 

— Fyo Y1 ⋯ 一1=rr∈ 

上述构造的 Chebyshev神经网络的输入样本受激励矩阵 

A整合后如下所示 ： 

铆(勘 ) 

(z1) 

) 娩( 一1) 

孽 一 

日 一 

一

1 

(xo 

(z1 

X．m- 

则网络在样本输入作用下的实际输出向量为： 
— A叫 

记误差向量为： 

e一[勖 e1 ⋯ 一1]T— —j，一 —A ； 
m- 1 

标量意义下的误差性能指标可相应地设计为 e= ∑ ， 

由式(2)和向量二范数的定义 ，可推得： 
t，t一 】 m——1 ——】 

￡一∑ 一∑(di一∑ (五)) 一 II d—A叫 

其中，I1．1I z表示向量的二范数，且理想情况下，上述性能 

指标应为零(即 Aw=d)。 

由定理 3可知 ，不论 A叫一 是相容方程组还是不相容方 

程组 ，上述神经网络逼近问题的权值解均可表示为： 

7．10~A d (3) 

本文中，式(3)被称为权值直接确定公式。如此，我们无 

须选取学习率，也不必进行冗长的 BP迭代计算 ，便可 由式 

(3)直接计算出神经网络的最优权值向量 硼使得误差￡最小。 

4 网络结构自适应算法 

传统BP神经网络隐神经元数目的设定缺乏完善的理论 

指导，大多依据设计者经验而定，且一旦设定，在应用过程中 

不再进行调整。若隐神经元数目设定过少，则无法达到精度 

要求；设定过多又可能造成隐神经元冗余，难以确保网络结构 

最优。 

针对上述缺点，在权值直接确定的基础上，本文设计了一 
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种网络结构 自适应算法，能够根据实际问题，快速有效地 自动 

确定网络最优／最简结构，使得在保证隐神经元数目最少的同 

时又能满足 目标精度要求。 

算法流程结构图如图 2所示，其中 floor函数完成左取整 

运算。该网络结构自适应算法可说明如下，其中，m为样本点 

数， 为隐神经元数目，N为输出的最优隐神经元数，E>O为 

均方误差意义下的目标精度要求(如 E一10 )， 初始化为 

1： 

1)设定神经元数目 的范围[p，q]一[ - ，2j]，令 —q， 

依式(3)一步计算权值并计算对应的性能指标 e； 

2)若(￡／m)>E，则 — +1，跳转至第 1步 ，否则跳入第 3 

步； 

3)利用二分搜索法在范围[户，q]一[ _。， ]中确定输出 

最优神经元数 N及其对应的权值和误差。 

图2 网络结构自适应算法流程图 

5 仿真实验 

为验证上述Chebyshev基函数神经网络及其算法的可行 

性，在区间[一1，1]上以间距0．01等距离采样 201个数据作 

为样本点，即{(五，f(x ))) 为输入输出样本对。对 目标函 

数，(z)进行了以下仿真实验(仿真硬件环境为P4 1．6G CPU 

和 512M 内存)。 

实例一 ：对目标函数 ，(z)=exp(x )cos(6ux)／3进行逼 

近仿真 ，仿真结果如图 3所示 ，其中实线表示 目标函数，虚线 

表示网络输出。图3中的(a)、(b)、(c)分别是 当均方误差意 

义下的目标精度要求为 E一10～，10 和 1O 时的仿真结 

果 ，相应的由本文算法确定的最优隐神经元数 目分别为 17， 

l 

0 5 

0 

— 0 5 
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图 3 函数仿真实例 1 

19和 33。值得指出的是，即使 当目标精度要求为 E一101 

时，仿真计算时间也仅为 0．422000秒。图 3仿真结果表明， 

本文构造的Chebyshev基函数神经网络及其算法能够快速高 

精度地逼近非线性连续函数，且能够根据精度要求自适应调 

整隐神经元数 目，具有结构自适应特性。 

事实上，对于某一特定隐神经元数 目(如 时)的Cheby— 

shev基函数神经网络 ，其也可以通过标准 BP迭代算法训练 

权值(权值迭代公式如下)： 
一  3． 

叫，(是+1)一砌，(愚)一等 ‘aw
j 

m h——】 

一硼 (忌)一叩∑ ( (五)(∑ (愚) (五)一 )) 

其中，J—O，1，2，⋯，n一1，迭代次数 志=0，1，2，⋯，刁>0表示 

学习率。 

表 1对比了 BP迭代算法得到的结果和本文权值结构确 

定算法得到的结果。其中，在迭代算法中我们事先设定隐神 

经元数(或称隐节点数)分别为最优数 目(如 19与 33)并分别 

迭代 40000次和 50000次。由表 1可知，当达到相近的 目标 

精度时，本文算法所需的计算时间远少于迭代算法所需的计 

算时间。 

表 1 BP迭代算法与本文权值结构确定算法的对比 

实例二：对 目标函数 ，(z)一2x／(1+8x2)叠加一个强度 

为--40dBw 的高斯白噪声后进行逼近仿真，以此考查神经网 

络在有噪声情况下逼近真实 目标函数的性能(也即是去噪功 

能)。仿真结果如图 4所示，其中实线表示 目标函数，虚线表 

示网络实际输出，点线对应加噪声后的目标函数输出。当均 

方误差意义下的目标精度要求为E一10～，10 时，对应的最 

优隐神经元数 目分别为 6和 16(实际误差分别为 6．894994× 

1O 和 8．710986×10 )。该结果表明了 Chebyshev基函数 

神经网络能够有效地去除随机加性噪声，在有噪声环境下仍 

能达到较高精度的学习逼近和去噪能力，并完成网络结构的 

自适应调整。 

图4 函数仿真实例2 

实例三：对非连续目标函数，cz 一{ ：三： ：： c即矩 
形窗函数)进行逼近仿真。仿真结果如图5所示 当均方误 

差意义下的目标精度要求为 E一10～，10 和 10 时，相应 

的最优隐神经元数目分别为 123，249和271。其中，目标精 



度要求为E一10 时，计算时间也仅为 4．562624秒。以上 

仿真结果表明，本文构造的Chebyshev基函数神经网络对非 

连续函数同样具有较好的学习和逼近能力。这也是对上文中 

Chebyshev正交基逼近理论的延展。 

1 

0 5 

0 

l 

0 5 

0 

一  

‘I⋯ 一一茜 署茁 I 最优神经元数：271 

(c) 

图 5 函数仿真实例 3 

结束语 本文构造了一种 Chebyshev基函数神经网络， 

并推导出权值直接确定公式，克服了传统BP网络学习算法 

学习率难以选取、迭代学习过程冗长、易陷入局部极小等固有 

缺陷。在此基础上，也设计了自动确定网络最优隐神经元数 

目的自适应算法。 

仿真结果表明，该网络能够快速有效地完成网络权值的 

确定和结构的自适应调整，对任意非线性连续函数均具有优 良 

的逼近性能；另外该网络还能够有效地去除随机加性噪声，对 

非连续函数(如窗函数)也同样具有较好的学习和逼近能力。 
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其中，n 。 

G ( ，Y，0．75)一ite{xy／eI +y<Z2e~ 

(z+ —xy—P)／(1一P)Iz+ > 

2ele} (13) 

a)当两个团体都反对时，如权威专家团体给出的支持度 

x=0．2，一般成员团体给出的支持度 ：0．4，根据式(12)可 

得考虑权值后的支持度分别为： 一0．0714，Y 一0．4286，再 

分别带入式(1O)和式(13)，则合成的结果为 0．0612； 

b)当两个团体都赞成时，如权威专家团体给出的支持度 

x=0．6，一般成员团体给出的支持度 一0．8，根据式(12)可 

得考虑权值后的支持度分别为：55" 一0．75，Y 一0．75，再分别 

带入式(1O)和式(13)，则合成的结果为 0．875； 

c)当两个团体意见发生冲突时，如权威专家团体给出的 

支持度x=O．2，一般成员团体给出的支持度 —O．9，根据式 

(12)可得考虑权值后的支持度分别为： 一0．0714，yP= 

0．8636，再分别带入式(1O)和式(13)，则合成的结果为0．1233。 

从上面的合成结果可以看出，在考虑权值后，合成的结果 

更合理。 

结束语 现有的泛组合运算模型描述的是一种理想的等 

权情况，而实际复杂系统中的各因素一般都具有不同的权重。 

因此，本文对不等权泛组合运算模型进行了研究，在深入分析 

现有加权算子不足的基础上，给出了两种广义加权算子，并据 

此提出了一种不等权泛组合运算模型，从而可以更准确地处 

理复杂系统中各因素间关系的不确定性问题。 
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