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基于认知的流形学习方法概要 

周 谆 杨炳儒 

(北京科技大学信息工程学院 北京 1O0O83) 

摘 要 流形学习是一种新出现的机器学习方法，近年来引起越来越 多的计算机科学工作者和认知科学工作者的重 

视。为了加深对流形学习的认识和理解，从流形与流形学习的基本概念入手 ，追溯它的发展历程。针对 目前的几种主 

要的流形算法，分析它们各 自的优势和不足 ，然后引用 I LE的应用示例，说明流形学习较之于传统的线性降维方法如 

PcA等，能够有效地发现非线性高维数据的本质维数，可以有效地进行维数约简和数据分析。最后对流形学习未来 

的研究方向做出展望，以期进一步拓展流形学习的应用领域。 
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oVerView Of the MarIif0ld Leaming Alg0rithm 

ZHOU Zhun YANG Bing—ru 

(Sch。ol of Information Engineering，University of Science and Technology Be ing，Be ing 1OOO83，China) 

Abstract As a new machine kaming method，manifold 1earning is capturing increasing interests of researchers in the 

field of computer sciences and cognitive sciences．To understand manifold 1earning better，the concept of manifold and 

manifold learning was presented，and then its history was traced．Severa1 major different manifold learning algorithms 

were introduced，whose advantages and disadvantages were pointed out respectively．Then a typical application of LLE 

was indicated．The results show that compared with traditionallinear dimensionality reduction methods such as PCIA， 

manifo1d learning can discover the intrinsic dimensionality better．Finally，the proposal of manifold 1earning was dis— 

cussed for the applicatiorL 
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1 引论 

机器学习 的目的之一就是发现和探索数据背后隐藏 

的令人感兴趣的知识。随着计算机计算能力的日益增强和存 

储能力的飞速增长，大规模的数据获取的难度已经大为降低， 

随着而来的是，如何使用机器学习的方法获取隐含在数据背 

后的知识，成为了目前机器学习领域亟待解决的问题。在 目 

前的许多应用中，例如图形图像分析、计算机视觉 、文本数据 

挖掘、三维模型的分类与检索以及生物信息学中的微阵列分 

析和基于生物特征的模式识别等，获得的数据大都是高维的， 

这种高维的性质一方面导致了维数灾难的出现，另一方面是 

隐藏其背后的是不能被人的感知直接理解及发现的内在规 

律。因此对高维数据集某种维数约简方法进行维数约简是非 

常必要 的。 

传统的维数约简方法，如主成份分析(Principal Compo— 

nent Analysis)和因子分析(Fact0r Ana1ysis)，在高维数据集 

具有线性结构和高斯分布的时候能够取得比较好的效果，而 

数据集在高维空间呈现高度的扭曲时，这些方法则难以发现 

嵌入在数据集中的非线性结构。流形学习作为一种新的机器 

学习方法的出现 ，使得获得隐藏在高维数据集中的内在低维 

结构和重构其结构成为可能。 

2 流形与流形学习的基本概念 

首先简单介绍一下流形与流形学习中的几个重要的基本 

概念。 

定义 1 假定 是 维欧氏空间，点 ∈ 的第 个坐 

标记为( ) ，即() 是R 中的第 个坐标函数。 

设M是一个Hausdorff拓扑空间，若M的每一点 都有 
一 个开邻域U M，使得 U和 维欧氏空间R 中的一个开子 

集是同胚的，则称 M是一个 维拓扑流形，简称为 维流形。 

假定在定义中所提到的同胚映射是 ：U一 (U) ，其 

中 (U)是R 中的开集，则称(U， )为流形M 的一个坐标卡， 

并且把象点 ( )在 中的坐标( ( )) 称为点 ∈U的坐 

标，记为 ( )一( ( )) ，也称(【，， )为流形M的一个局部 

坐标系。拓扑流形必定是局部紧致的，即在每一点 ∈M，必 

有 的一个邻域V，使得 紧致的。 

定义2 如果一个可微映射 _厂的秩，也就是其定义域M 

的维数是 且d≤ ，则映射 -厂： 卜 称为浸入，浸入是 
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一 个局部一一映射。如果一个一一的浸入 厂：P 卜M是一个 

满射 ，且为同胚，那么这个浸入也被称为一个嵌入。一个被浸 

入的子流形  ̂cM被称为一个M 的C 的子流形 ，如果包含 

映射 ：M1(==M是一个嵌入。 

定义 3 令 X是包含在R 欧氏空间的 维域 ，令 _厂：X 

—R 为一光滑嵌入，其中 N> 。数据点 { )(==X 由某个随 

机过程生成，经过 l厂映射形成观测空间的数据{ 一_厂( ))(== 

。

一 般称 X是隐空问，{五}是隐数据。流形学习正是要从 

观测数据{M}中重构 _厂和{ }。 

3 流形学习方法的发展 

最早的流形学习的思想出现在统计学习领域中关于主曲 

线、主曲面_51 ]的研究，但是其受到机器学习领域内的专家与 

学者的广泛关注，可视为 2()()O年在 Science上发表的 3篇论 

文，其中 H．Sebastian Seung的一篇名为“人的感知能力的流 

形方法”的文章 ]，认为非线性流形是感知的基础，经过 自然 

界长期进化的人脑能够用非线性流形的方法表达对外界对象 

的感知，高维数据集一般存在一个对应的非线性低维流形，并 

从认知层面上推测，记忆存储的连续吸引子的形式 以及与感 

知流形的关系，从认知心理学的角度看，人的认知过程是基于 

认知流形和拓扑连续性，暗示流形学习也许是人类认知中的 

一 种 自然的行为方式 ；另外两篇分别提出了两种不同的流形 

学习算法，ISOMAP(Isometric mapping) 与I EE(L0cal un— 

ear Embedding) ，并分别通过实验验证了高维数据集存在 

嵌入的低维流形。在这两篇文章中第一次使用 了 manifnld 

learning的术语，随后两种算法也迅速成了研究的热点，并延 

伸出了一系列的相关算法。这些算法也推动了更多的科研人 

员从流形的角度分析与认识问题 。在近几年的 NIPS(Neura1 

Information Processing Systems and Conference)及 ICML(In— 

ternational Conference on Machine learning)国际会议中流形 

学习均为征稿的一个关键词，并且流形学习算法及概念 已经 

在许多领域得到了应用，例如模式识别、数据挖掘、计算机视 

觉、信息检索、图形学、生物信息学等等。由于基于维数约简 

问题在许多领域中的重要性以及流形学习的数学根基——微 

分几何的逐步完善，流形学习将在许多领域发挥 日益重要的 

作用。 

下面我们就流形学习在近几年的发展中起到重要作用的 

几个算法进行简单的介绍。 

3．1 等距映射算法(IS(IMAP) 

多维标度法 (Mu1tidimensional Sca1ing，MDS)是一种在 

低维空间展示“距离”数据结构的多元数据分析技术。当 个 

对象中各对对象之间的相似性给定时，确定这些对象在低维 

空间的表示，并尽可能与原来的相似性大体匹配，使得由降维 

所引起的任何变形最小。Tenebaum正是使用 MDS的思想 

于 2。0O年提出了等距映射 IS()MAP算法[ ]，其认为当数据 

集具有嵌入欧氏空间的内在流形结构时，可以通过保距映射 

来获得观测空间数据集在低维结构的对应描述。 

MDS也是一种线性维数约简方法，所构造的欧氏距离阵 

不能表示流形样本点之间的非线性关系。Is()MAP建立在 

MDS的基础上，力求保持数据点的内在几何性质，即保持两 

点间的测地距离。它同 MDS的最大区别在于，MDS构造的 

距离矩阵反映的是样本点之间的欧氏距离，而 IS0MAP构造 

的距离矩阵反映的是样本点之间的测地线距离。因此，IS0一 

MAP的关键步骤在于如何计算样本点之间的测地线距离。 

在 ISOMAP中，测地线距离的近似计算方法如下：样本点 薯 

和它的邻域点之间的测地线距离用它们之间的欧氏距离来代 

替；样本点 和它邻域外的点用流形上它们之间的最短路径 

来代替。IS()MAP的算法步骤如下： 

1)选取邻域，构造邻域图G 

计算每个样本点五 同其余样本点之间的欧氏距离。当 

z  是 最近是个点中的一个时，认为它们是相邻的，即图G 

有边 -z ，，这种邻域称之为 是一邻域；或者当 和z 的欧氏距 

离 (五，z，)小于固定值 e时，认为图 G有边 ，这种邻域 

称为 e1邻域。设边 ，的权为d( ，弓)。 

2)计算最短路径 

当图G有边 ，时，设最短路径 ( ，z，)一 (z ， )； 

否则设 (五， )一D3。 

对于 Z一1，⋯，N 

( ， 7)一min{ ( ，z，)， ( ， )+c ( ， ，)} 

(1) 

得到一个最短路径阵跣 一[兹( ， )] ： 

3)计算 维嵌入，将 MDS应用到距离阵 。 

H一一(j一1N1 )DG(f一1N1 ， )／2 (2) 

H 的最大的d个特征值 ，⋯， 以及对应的特征向量 

“ 一，“d构成矩阵 U一[ ，⋯，“ ]，那么 Jr— g( ， 

⋯

， )U 是 维嵌入结果。 

从上面的算法能够看 出，Is0MAP是一种全局优化算 

法 ，它的嵌入结果能够反映出高维样本点之间的流形距离。 

在 ISOMAP用于恢复内在扁平的数据集 (例如 Swis r0l1) 

时，效果比较好 。IS0MAP算法的优点在于，对于单一流形 

结构而言，在降维的过程中可产生“Elb0w”现象，这个拐点可 

以用于判定内在的维数。IS()MAP在人脸数据集和手数据 

集的内在维数上取得了一定的研究成果。IS0MAP的缺陷 

有，对于数据集噪声敏感，如果数据集包含过多 的噪声，则 

IS0MAP以及其扩展算法 L_Is0MAPL。]都很难恢复其低维 

的内在结构，而这一问题普遍存在于目前的流形学习的研究 

中。 

3．2 局部线性嵌入算法(U ) 

LLE与 ISoMAP相 比主要的区别是，IS()MAP是一种 

基于测地线距离的全局算法 ，而 LI E是一种基于局部权矩阵 

的流形学习算法。LLE算法的主要假设是，如果存在一组具 

有嵌套流形的数据集 ，则应该保持在嵌套空间与内在低维空 

间局部邻域间的数据点的序。观测空间中的每个样本点被假 

定是由其邻域内的点加权平均组成，所有点的加权值可以在 

高维空间中形成一个权矩阵。基于权矩阵，通过一个闭式可 

以求出数据点集在低维结构上 的有效描述。LLE的算法具 

体步骤如下： 

1)给定数据集为 X，五∈ ， =l，⋯，，z，其中 为样本总 

数，搜索数据集中的每个 五 的 K 个最近邻 { ，⋯， }， 

∈X，K< ； 

K 

2)定义 (w)一Il五一∑w 。ll，考虑约束∑ ，一1。 

同时，如果 和 非邻域，则 w 一0。按照最小二乘的方法 

来求解上式的权矩阵 w。 
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3)定义 (y)一 l} 一∑w ll ，其中w 一argmi 

(w)。考虑约束∑ 一O和∑．)’ ／ —J，求解 一argmi 
l l y 

(y)。 

图1所示的例子l1 是嵌入在一个高维图像数据空间中 

的二维流形。I LE的输入是 961幅灰度图像，每幅图像包含 

一 张大小为 28×2O的人脸图像，其添加在 59×51的噪声背 

景中，图的下半部是 LLE发现前二维分量，每个数据点采用 

4个邻近点，作为对比上半部显示了 PCA约简后 的二维分 

量，显然，LLE更好地表示了这个例子中的低维流形结构 ， 

LLE把居于边角位置的人脸图像映射到二维嵌入流形的边 

角位置，反之，PCA却不能保留这些邻域信息。 

图 1 LLE与 PCA的约简结果 比较 

LLE由于是局部算法，因此与 ISOMAP相比计算复杂度 

要小很多，但是它也存在自己的问题 。首先，LLE的低维映 

射所保持的并不是一个距离关系。因此，对于等距 的流形， 

LLE并不一定能很好地恢复出同它等距的低维嵌人。其次 

由于 LLE保持邻近点的几何性质，对于有噪声、样本密度稀 

疏或者相互关联较弱的数据集，相隔较远的点之间的关联会 

减弱，这样在从高维到低维的映射过程中，很可能将相隔较远 

的点映射到邻近点的位置。 

3．3 拉普拉斯特征阵映射算法(Laplaci．衄 Eige咖 ap，LE) 

在详细介绍 LE维数约简算法之前，先简单地介绍一下 

Laplace Be1trami算子及其相关的性质。 

设 M是一个光滑、紧致的m维黎曼流形，它被嵌入在一 

个 RD空间中。寻找一个从 M到空间R 的映射，该映射使得 

M上邻近的点在R仍然邻近。设，是满足此条件的映射，并 

假定 _厂：M R是二次可微的。 

考虑 M 中两个邻近的点 ， ，相应地，它们被映射为 厂 

(z)，，( )，那么有 

ll厂( )一，( )ll≤ ( ， )ll 厂(z)lI+0( (z， 

)) (3) 

其中，TM 表示切空问， _厂( )∈ x是梯度，即对任意的 

u∈了 ，有 ，(u)一 ( -厂， ) 。当M 被等距地映射到R。 

空间中时，我们有 

(z， )一ll z— l{ +0(1I z— ll ) 

l )一_厂(z)l≤ ll ，(z)If ll —z ll+O(II —z l1) 

可以看出 ll l厂( )lI提供了 ，是如何保持距离的度量 

的，这样 ，我们通过下式寻求一个最佳保持局部特征的映射 

{， 
r 

argmin I． Il ，( )ll 
J 朋  

其中，积分是关于黎曼流形 M上标准度量的积分。由图论的 
r 

知识可知，使得 I ll 厂( )ll 达到最小，对应着图的La— 
J 』Ⅵ 
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place矩阵L的运算L厂一÷ ( ～ ) w 达到最小。 

对于黎曼流形 M 上的光滑映射 厂，其 Lap1ace-Beltr咖 i 

算子 定义为 ． 

l一一dt四 { 

其中 是向量场的散度，则 是对称的、半正定的矩阵，特 

别地，关于标准度量的 Laplace_Beltrami算子在直角坐标系 

(五)下的表达式为 一∑ j。由stokes定理可知，对于向 
l dT  d 

r r 

量场x，有 I(x， 厂)一一I d (x)．厂，故有 J M ’ J M ’ 

r r J M ll 一j (厂)厂 

因此，使得上式达到最小的 ，是 的特征函数。设 的特征 

值为 O≤ ≤ ≤ ⋯，则 特征 值 O对应 的特 征 向量 为 

_厂。一(1，1，⋯，1) ，它把整个流形 M 映射为一个点。为避免 

这种情况，我们需要把，o舍弃，为此加入一个约束条件，即 

需于 正交 ，及 为所寻求的从 M到空间R的最优映射。 

LE有着非常直观的维数约简 目标，即在高维空间中离得 

近的数据点投影到低维空间也应该离得很近。基于这个出发 

点，当样本点 五 和z，离得很近的情况下，LE用一个正的权 

来联系这两个样本点。通常，这些权值被设为 1；或者用指 

数衰减函数来设置权， 一exp(一 1I z 一zJ ll ／ )，其中， 

是一个 比例参数。用 D表示对角元素D 一∑训 的对角矩 

阵，那么 LE的低维坐标 t用来极小化代价函数： 

E(T)一∑ 三三 
√D Dl 

同LLE相似，可以通过对 T加上中心化和标准化限制以 

得到唯一解，即 T1 一0， 一J。 

由于代价函数又可以写成 

E(T)一丁r(T(J—D一专叫D 吉)丁) 

因此，我们可以通过求解矩阵 @一卜一D一专叫D 专的从第 2小 

到第 +1小的特征向量来得到低维嵌入，LE算法详细步骤 

如下 ： 

1)选取邻域，构造邻域图G 

计算每一个样本点z 同其余样本点之间的欧氏距离。 

但z 是z 的最近的忌个点中的一个时，认为它们是相邻的， 

即图 G有边z z，；或者当 和 的欧氏距离 (z ， )小于 

固定值￡时，认为图 G有边z z 。 

2)选择权值 

有两种权的选择方法 

1)当 z 和z，相邻时，设 一exp(一 l} 一 II ／ )， 

否则设 ，一O。 

2)当 五 和z，相邻时，设 一1，否则 一O。 

3)计算 维嵌入 

计算矩阵 @一卜一D一号叫D一专的最小的 +1个特征向量 

“ ，⋯， + ，其中，D为对角矩阵且D ：∑ ，则 T一[“2， 

⋯ ，蚴+ ]为计算的嵌入结果。 

LE直观上的降维目的是为了使高维空间中邻近的点映 

射到低维空间中仍是邻近的，它主要用于处理分类问题。LE 

还面临着其他的一些问题，如参数 对嵌入结果有着不同的 

影响，是否存在最优的 以及如何选择 ；作为一个保持局部 

特征的算法，LE对于噪声比较敏感，这些问题都是 LE算法 

一 茸一 



中亟待解决的问题。 

4 流形学习中亟待解决的问题以及可能的解决思路 

尽管流形学习的算法和应用在过去的几年里取得了很多 

的成果，但是由于其牵扯的数学理论基础复杂，涉及多个学科 

的融合、交叉，对高维数据中存在低维流形的研究中仍然存在 

很多值得进一步探讨的内容。 

基于谱图理论的流形学习方法大都涉及到特征值特征向 

量的求解，不利于进行大型问题的求解与计算，限制了流形学 

习向很多领域的发展，所以有必要研究大规模问题的高效的 

流形学习算法。 

目前大部分学习算法都是基于局部的，因此不可避免地 

受噪声影响比较大 ，所以有必要研究局部算法对于噪声的影 

响，从而提高算法的鲁棒性。而在全局算法中又不可避免地 

存在有时空复杂度过高的问题 ，我们认为基于流形曲率采样 

的 1andmark点_8]算法有可能是解决问题的方法之一。 
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成 A，B两部分：测试集 A由训练集中同样的 6个人，7种表 

情 ，每种表情剩余的 2幅图像，共 56幅图像构成；测试集 B由 

2个未经训练的人，也是每人 7种表情，每种表情 8幅图像， 

共 112幅构成。 

首先采用手动方法剪切背景，然后为了减少光照的影响， 

对每幅图像进行了灰度均衡和去噪处理(归一化)，消除了光 

照对图像的整体影响以及孤立噪声点的干扰，然后利用积分 

投影的方法提取面部表情区域(眉区、眼区和嘴巴区域)，如图 

3所示。 

一冒一 囡■ 
回 圆 

麓 灏 棠爨! 零 
—  孓 蠢 

2．1 PcA，wP( 和特征融合(I|】 AC+wPcA)算法的比较 

PCA算法 ：用整幅人脸表情图像作为输入．进行平静、生 

气、厌恶、恐惧、高兴、悲伤、惊奇这 7种表情的识别，识别率仅 

为 67．2％，主成分并不能很好地代表图像中的表情特征 ，分 

类结果不够理想。 

wPCA算法：先对预处理后的图像进行表情区划分 ，再 

对不同表情区按照前面提到的加权主成分分析方法给予不同 

的权重，进行降维与分类，得到 73．5 的识别率，有了明显提 

高。 

特征融合(HLAC+wPCA)算法：在 wPCA算法的基础上 

加入了表情区 HLAC特征的提取，也就是说利用了面部表情 

图像的纹理特征，因此识别率得到 了进一步提高为 79．8 ， 

3种方法的识别率比较如表 2所列。 

表 2 不同方法的识别率比较 

2．2 特征融合(}{I AC+wPCA)算法分类结果比较 

利用特征融合的方法以及前面所提到的样本集做训练和 

表 3 利用特征融合方法对7种表情的识别率( ) 

测试，对 7种表情进行分类，具体结果如表 3所列。其中对角 

线上的数表示各种表情的识别率，可见“惊奇”的识别率最高， 

而平静、生气、悲伤的识别率偏低，除了主成分分析本身的局 

限性 ，表情区的划分和提取也影响了识别率。 

2．3 近邻中心距离分类器表情识别的结果 

本实验采用近邻中心距离分类器进行表情识别：首先求 

得已知样本类平均(类中心)，然后将待识别样本归为与之最 

近类中心所在的类。图4为4类表情及它们的判别距离条形 

图 。 

l lIlIi 

(c)惊奇的判别 离 

(b)高兴的判别更高 

蕊 
图 4 判别距离条形图 

测试样本集中包含了未训练过的人脸表情图像，实验表 

明识别结果并没有因为引入了陌生的人脸样本而明显下降。 

也就是说虽然算法对训练集中样本识别率较高，对测试集中 

样本的识别率较低，但并不是因为陌生的人脸使识别结果显 

著下降。因此，可以表明特征融合的表情识别算法独立于人 

脸，特征提取较好地保留了表情信息。 

结束语 人脸表情识别是模式识别中一个非常挑战性的 

课题，目前还有许多问题需要进一步解决。本文通过对 比 

PcA，wPcA和特征融合(HLcA+wPcA)3种算法的仿真 

实验，表明特征融合(HLCA+wPCA)算法具有最好的识别 

效果。 
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