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一 种基于粗糙集理论的谱聚类算法 

郑 吉 苗夺谦 王睿智 钟才明 

(同济大学计算机科学与技术系 上海 2O1804) 

摘 要 谱聚类算法利用特征向量构造简化的数据空问，在降低数据维数的同时，使得数据在子空间中的分布结构更 

加明显。现有谱聚类算法的聚类结果多为精确集，而真实数据集 中重叠现象广泛存在。基 于粗糙集理论提 出了一种 

新的谱聚类算法，其主要思想是对谱聚类算法进行粗糙集扩展，使得聚类结果成为具有下近似和上近似定义的、类与 

类之间存在重叠区域的结构。实验表明，该算法与现有的谱聚类算法相比，稳定性和准确率都有一定的提高。 
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Rougll—set Based Spectral ClIIstering 

ZHENG Ji MIA0 Duo—qian WANG Rui—zhi ZHONG Cai—ming 

(I)epartment of Computer Science and Technology，Ton舀i University，Shanghai 2O18O4，China) 

Abstract The spectral c1ustering a1gOrithm constructs a simplified data space making the use of the eigenvectors that 

not only reduces the dimension of data but also gives clearer distribution of data in the subspace．The results of n10st e)d— 

sting spectral clustering algorithm are precise sets while widespread‘overlapping’e)(ists in real data sets．This paper 

propOsed a new spectral clustering algo rithm which is based on the rough set the0ry．The main idea is t0 eXtend spectral 

clustering with mugh set the0ry to obtain the results with lower-and_upper_appr0)【imation definiti0n and between-clus— 

ter—overlapped structure．Experiment results indicate that the pI．0posed algorith玎l outperfo肌 s the existing spectral clus— 

tering algorithms in b0th stab订ity and accuracy． 

Ke)words Rough set，Spectral c1ustering，K—means clustering 

聚类是数据挖掘、模式识别等研究方向的重要研究内容 

之一。机器学习中的聚类算法应用于图像分割和机器视觉。 

图像处理中聚类算法应用于数据压缩、信息检索。聚类的另 

一 主要应用是数据挖掘(多关系数据挖掘)、时空数据库应用 

(GIs等)、序列和异类数据分析等。此外，聚类还应用于统计 

科学 。 

近年来所提出的谱聚类是一种较为实用的聚类方法[ 。 

根据图的谱分割原理，谱聚类在进行聚类时首先以待聚类的 

对象集为顶点集构造带权图，然后通过分析一个与图相关 的 

矩阵的特征向量和特征值来得到聚类结果。由于图的边权可 

以结合待聚类对象的各种特征，因此谱聚类方法简单，可以处 

理复杂的数据类型，目前已经出现了许多谱聚类模型和算法， 

如 Rat cutL ，Nom1alized_cut[ ]及 Min_ma cut_5]等。 

粗糙 均值算法是 P．I ingras提出的一种新型聚类算 

法l6]。通过对经典 忌均值算法进行粗糙集扩展，使得聚类的 

结果成为一种具有下近似、上近似两个层次的结构。 

本文将粗糙是均值的概念引入谱聚类算法中，提出了一 

种具有两个层次的基于粗糙集理论的谱聚类算法。 

1 谱聚类算法 

谱聚类算法的思想来源于谱图划分理论。它将聚类问题 

看成是一个无向图的多路划分问题。定义一个图划分判据 ， 

如 Shi&Ma1ik提出的一个有效 的图划 分判据——Nomla_ 

lized_cut判据[4]，最优化这一判据，使得同一类内的点具有较 

高的相似性 ，而不同类之间的点具有较低的相似性。由于图 

划分问题的组合本质，求图划分判据的最优解是一个 NP难 

问题。一个很好的求解方法是考虑问题的连续放松形式，这 

样便可将原问题转换成求图的Laplacian矩阵的谱分解，因 

此，将这类方法统称为谱聚类，可以认为谱方法是对图划分判 

据的逼近l7]。谱聚类也可以利用类似于 PCA子空间方法中 

的嵌入思想来解释。该方法同时使用矩阵的多个特征向量 ， 

利用这些特征向量构造一个简化了的数据空间，在该空间中 

数据的分布结构更加明显。 

谱聚类算法本质上是利用邻接矩阵的特征向量进行聚 

类。已知对象集合(数据点)的相似矩阵，可以通过全连通法 

构造邻接矩阵。本文中我们用高斯相似函数 s( ， )一exp 
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(一l{ ，一刁 jf。／2 ?)为原始数据集x一{z 一， }建立相似 

矩阵．其中 是事先给出的参数，用来控制数据点之间的距离 

宽度。Ng等人在 2OO2年提出 一种谱聚类算法_ ，该算法选 

取矩阵的前 是个最小的特征值所对应的特征向量，从而在 

空间巾构成与原数据一 r一·对应的表述．并在 空间中进行 

聚类。该算法表述如下。 

算法 1 

输入：数据集 x一{、i 一， }，聚类个数 ．参数 d。 

输出：聚类 A 一． 。 

第 1步 计算相似矩阵 S一(s ) ⋯ ，一exp(一 

l}五一 Il。／2 )(睁 一O)，并根据相似矩阵构造邻接矩 

阵 W∈ 豫” 。 

第 2步 计算归一化 I aplacian矩阵 I⋯ 一D_。 』 D 

一 卜一D wD ，其中 D为对角阵。 一∑ ，L—D—w。 

第 3步 计算 』⋯ 的最小的忌个特征值对应的特征向量 
- -

． ，以每个特征向量为一列构造矩阵V∈ 。。 

第 4步 对矩阵 V进行行归一化处理得到矩阵 U∈ 

m 一 ／(∑ ) 。 

第 5步 令 ∈ 对应矩阵 U的第 个行向量(i_=1， 
⋯

，，2)。 

第 6步 用 是均值算法将数据点集(-yf) ，．．．．， 聚成是类 

(、l，⋯ ， 。 

第 7步 得出聚类结果 A ，⋯，A ，其 中 A 一{ I ，∈ 

G}。 

谱聚类算法是一种配对聚类方法，算法仅与数据对象的 

数目有关 ，而与维数无关，因而可以避免由特征向量的过高维 

数所造成的奇异性问题。谱聚类算法又是一一种判别方法，不 

用对数据的全局结构作假设。谱聚类算法成功的原因在于： 

通过特征分解，可以获得聚类判据在放松了的连续域中的全 

局最优解。谱聚类相对于其他聚类方法具有明显的优势，它 

具有识别非凸分布聚类的能力，非常适合于许多实际问题，而 

且执行起来比较容易。该方法已成功应用于语音识别 、图像 

和视频分割等领域 。 

现有的谱聚类算法多基于 均值算法，由于 是均值算法 

本身基于精确集，使得谱聚类结果是基于划分的，相互不存在 

重叠区域的精确集合。 均值聚类不具备识别聚类之间重叠 

区域的能力。另外 ．是均值算法处理数据集中孤立点的能力 

较弱，造成了聚类结果的类内平均距离增大。影响了谱聚类算 

法的准确率。 

本文将现有的谱聚类算法进行了粗糙集扩展。扩展后的 

算法，其聚类结果基于粗糙集概念，孤立点并不会被分配到某 

个精确的聚类(下近似)中，而是分配到类间重叠区域(多个类 

的上近似)中，有效地降低了聚类结果的类内平均距离，较好 

地解决了上文提到的问题。 

2 基于粗糙集理论的谱聚类算法 

2．1 均值算法的粗糙集扩展 

近年来，软计算方法如模糊集、神经网络 、粗糙集等等被 

用于解决数据挖掘中的问题。2O04年，P．Lingras等人基于 

粗糙集理论和 均值算法提出了粗糙聚类算法。在 P．Lin 

gras的粗糙聚类算法中，每个聚类包括一个下近似和一个上 

近似。同一类的下近似是上近似的子集。一个类的下近似的 
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成员一定属于这个类 ，不能属于其他的类。一个类的上近似 

的成员可能属于这个类，它们属于哪个类是不确定的．所以它 

们至少还是另外一个或多个类的成员。 

P．I ingras用到了粗糙集理论的以下主要性质： 

性质 1 一个数据埘象属于至多一个类的下近似。 

性质 2 若一个数据对象属于一个类的下近似，那么该 

数据对象也属于这个类的上近似。 

性质 3 若一个数据对象不属于任何一个类的下近似 ， 

那么该数据对象一定属于至少两个类的上近似。 

因此，严格地说 ，粗糙 均值算法是一种带有下近似和上 

近似定义的双层次的聚类算法。 

在 P．I ing豫s提出的粗糙 是均值算法中，计算聚类均值 

向量的公式为 

—

白 。 焘  一 ≠O 
一

{ 一 一 一 
I ∑ 奸 ，其它 L 

"
∈L，} i 

(1) 

其中( 表示第 个聚类的下近似。(1 表示第 个聚类 的上近 

似， 1，⋯。 。 表示计算均值向量时．各个类的下近似中 

各元素具有的权值： 表示各个类的边界区域 (即上近似与 

下近似的差集)中各元素具有的权值。 

用 ( ， )表示对象 与各均值向量的距离中最小的 

一 个。在确定类的边界区域时，构造集合 T 

丁一{ I ( ． )一 ( Ⅲ̂ )≤￡̂ 矗≠f) (2) 

￡是一个阈值。e越大，类的边界区域就越大。若 rr≠O， 

则 z ∈G．Vf∈1、。否则． ∈( 。 

最初的粗糙 均值算法俘在一一些潜在问题。首先，两个 

权值 ， 的选取存在随意性，当(、f—C时，须特别指定权 

值 一1才能得到与经典 均值算法一致的结果。其次，当 

( —O时式(1)中分母为 O，均值向量无法计算。再次，构造 

集合 丁时使用阈值 e判别两个距离值的绝对差值，这使得 s 

的选取与具体数据对象之间存在一定依赖性。 

( ．Peters对粗糙 均值算法进行了严格的分析，提出了 
一 种改进算法l9]。该算法较好地解决了上述问题。 

2．2 基于粗糙集理论的谱聚类算法 

我们提出一种基于粗糙集理论的谱聚类算法(RsC算 

法)。该算法通过矩阵的谱分解，将原始数据集一一映射到 

子空间上，再使用改进的粗糙 是均值算法得出聚类结果。 

相比现有的谱聚类算法，粗糙谱聚类算法得出的结果含有类 

间重叠区域，能够更好地描述原始数据集的内在类别特征。 

该算法相对最初的粗糙 是均值算法．在输入参数以及处理细 

节方面进行了一些调整，避免了最初算法存在的一些问题。 

该算法具体步骤如下。 

算法 2 

输入 ：数据集 X一{z 一，Lz- }，参数 砌 ， ，}。其中 

表示计算均值向量时，各个类的下近似中各元素具有的权值； 

表示各个类的上近似 中各元素具有的权值； 是一个阈 

值，用于控制边界区域的大小。 

输出：聚类A ”， ，A 一，A 。其 中A表示第 个聚 

类的下近似，A 表示第 个聚类的上近似 ， 1，⋯， 。 

第 O步 执行算法 1的第 l步到第 5步，求得数据对象 



集 y一{ 一， }。 

第 1步 将数据对象 M( 1，⋯， )随机地分配到一个 

聚类的下近似中。由于下近似是上近似的子集，这些数据对 

象也一定属于相应类的上近似(所有数据对象分配后 ，若发现 

某一类的下近似为空集，则重新进行这一步)。 

第 2步 使用下述公式计算均值向量。 

一

蠢由 羔尚 
其中 砌+ 一1， 一1，⋯， 。 

第 3步 将数据对象 ( 1，⋯，n)分配到各个上、下近 

似中。 

(i)把最能代表每个聚类的数据对象分配到这个聚类的 

下近似和上近似中。 

(a)找到所有 个 聚类和所有 个数据对象的最小距 

离，假设这一距离是聚类 矗和数据对象 Z之间的距离，将数据 

对象 Z分配到类^中： 

( ， )一min ( ， ) ∈C  ̂ ∈G (4) 

其中 一1，⋯，是。 

(b)将 和 排除考虑范围。如果存在没有被分配到 

数据对象的类 ，转到(a)，否则转到(ii)。 

(ii)对余下的每一个数据对象 ( z一1，⋯，M，M—N— 

K)，找到与它距离最近的均值 

一 ( ，m )̂一 min ( m ， f) (5) 

将 分配到类 ^的上近似中。 

(iii)使用下述公式定义的相对距离，找到其它与数据对 

象 距离较近的类 ％ 。其中 是事先给出的相对阈值， 

1。⋯ 。是 

{￡． ≤ M } (6) 
如果 ≠D( 和至少一个除 之外的类 距离也 

很近)，则 ∈ ，V￡∈ ，否则 ∈ 。 

第 4步 检查算法是否收敛。如果算法未收敛，转到第 

1步，否则结束。 

第 5步 得到聚类结果A “， ，A ，⋯，A女其中A 一{ 

I”∈G}，A 一{ l∞∈G}。 

分析上述算法可以发现，两个权值 ， 的选取满足 + 

一l，使得计算出的均值向量是聚类上、下近似均值向量的 

线性相加，当G—G时，无论权值如何选取 ，算法总是能够得 

到与经典 k均值算法相一致的结果，总的来说使得权值的选 

取难度降低。第3步的第(i)子步保证了每个类的下近似至 

少有一个元素，从而避免了聚类下近似为空集造成式(1)中分 

母为 0的问题。第(iii)子步构造集合 T时使用相对阈值 r判 

别两个距离值的相对比值， 的选取与具体的数据对象无关， 

只与它们的比值有关。综上所述，算法较好地解决了上一节 

中提出的粗糙 均值算法的问题。同时，RSc继承了现有谱 

聚类算法的优良特性，包括谱聚类算法的数据维数无关性、数 

据全局结构无关性等等，这些优点都是七均值算法以及粗糙 

均值算法所不具有的。 

3 实验与分析 

为了评估RSC算法我们首先使用一组人工数据集考察 

算法的有效性和稳定性。然后使用 3组 UCI基准数据集m] 

考察算法的有效性和准确率。 

3．1 主要评价指标 

本文中我们用两种评价指标评价 RsC以及相关算法的 

性能：Davies—BOuldin指标和 Rand指标 。 

(1)Davies—I uldin指标 

I)avjes—B0u Jdjn指标(简称 DB指标)定义为类 内平均距 

离与类间平均间距的比值。我们用欧式距离作为距离量度标 

准，采用沃德法描述对象问的连接关系。令{ 一，-z }代 

表类G 内的元素，则G内元素的类内平均距离表示为s(G) 

一 ∑ 1l 一 Il ／l G l，其中优 代表类c 的均值向量， 
■ ∈ 

1，⋯，是。类 G，C，间的类 间平均 间距表示为 (C， )一 

∑ II z ～ ll／(1G I lc，I)，其中 ， —l，⋯，忌， ≠ 。 
l
∈ ’ ∈cJ 

则 DB定义为下式： 

衄一{喜 { } 
在粗糙聚类中，类 G( 一1，⋯， )被扩展为G和C ，类似 

于算法2中计算类的均值向量的方法，我们把DB的定义扩 

展到粗糙集理论中，则有 ： 

暑，l} 一 ，Il。 1_ll乃一m 1 
o ， 、 

∈ 
I 7∈( s 一 + —  一  

其中 + 一1， 一1，⋯，忌。 

分析式(8)，当G—G—G 时， 

s (G)一嘶 ∑ li薯一m l1 ／l G l+ ∑ lI 一珊 ll ／ 
l
t L

t I
∈L 

I Cf}一( + )∑ lI 一 l} ／l G l 
∈ 

根据新的类内平均距离定义我们给出DB的粗糙集扩展 

形式： 

DB一专害 { } ㈣ 
根据聚类的定义，同一类中的两个数据对象之问应具有 

较小的距离，而不同类的两个数据对象之间应有较大的距离。 

故 DB的值越小，聚类效果越好 。 

(2)Rand指标 

在已知分类结果的条件下，最常用的评价聚类准确率的 

指标是 Rand指标 ，该指标视聚类结果为对每一成对点是否 

来 自同一类所作出的判断。Rand指标定义为： 

Rn 一 li{} × oo c o 
3．2 人工数据实验 

随机生成一组数据 ，数据集中包含两个分散开的服从高 

斯分布的点集，并包含了一些干扰点。数据对象的维数为 2， 

对象个数为 1O0，聚类个数为 2。 

考虑下近似的定义，即确定属于某一类的数据对象集合， 

这就决定了，一般情况下，下近似对于计算类均值向量的影响 

较大，所以应取 > 。这里我们分别取 一O．9，O．8， 

O．7，o．6，(砜 ：1一砌)进行 4组实验。对于阈值 的选取，它 

决定了类的边界区域(即上近似和下近似的差集)的大小，当 

一 l时，下近似与上近似相等，退化到经典 尼均值算法，所以 

应取 1。考虑实验的实际情况，在 4组实验中，每组取等 

间隔的5O个阈值 ， ∈(1，2]。粗糙 均值算法(RKM)和粗 

糙谱聚类算法(Rsc)结果的DB指标值随阈值 的变化情况 

· 195 · 



如图 1所示。 

． 
w：：o 9，w =0．1 

型 i 
善 詈 善 罩o 75 

l 

号 {嚣 ～ { 
一  

’

； 占0
．55 占 

图 1 RKM和 RSc算法 DB指标对比 

从图中我们可以观察到，RKM算法的 DB指标值在阈值 

超过一定范围时会发生跃变或振荡现象。相比之下，RsC算 

法呈平稳下降趋势，不会发生跃变或振荡。这说明RSc算法 

受阈值影响的敏感程度低于 RKM 算法，体现了较好的稳定 

性。另外，在 ∈(1，1．3]范围内，Rsc算法得出结果的DB指 

标值普遍低于 RKM算法，这表明在这一范围内选取阈值，得 

到较好聚类效果的可能较大，RSC算法有效地降低了聚类结 

果的 I)B指标值。 

3．3 uCI基准数据集实验 

我们取 UCI机器学习数据集中 wine，Iris和 Ionosphere 

3个数据集进行实验，数据集的基本信息如表 1所列。 

表 1 UCI数据集基本信息 

对于每个数据集，我们分别用 均值算法(KM)、粗糙 志 

均值算法(RKM)、谱聚类算法(SC)、粗糙谱聚类算法(RSC) 

进行聚类。采用 2O次随机实验取平均值的方法统计实验结 

果。各数据集上各算法 DB指标值和 Rand指标值 比较如图 

2、图 3所示 。 
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图 2 KM，RKM，SC，RSC算法 DB指标对比 

DB指标方面。对于 wine数据集，KM 和 RKM 的结果 

基本持平，sc算法已经比较明显地降低了聚类结果的DB指 

标值，Rsc算法较 SC算法又有一定程度的降低。说明在该 

数据集上谱聚类较传统 均值及粗糙点均值算法，DB指标值 

降低较为明显。对于 Iris数据集，KM 和RKM继续保持基本 

持平，SC算法的DB指标值略微升高，不过经过粗糙集扩展， 

DB指标值又有一定程度的降低。可以看出Iris经谱聚类算 

法降维之后 DB指标值降低不明显，但经粗糙集扩展后，DB 

值有了一定程度的降低。对于 IonOsphere数据集，RKM算 
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法较 KM算法 DB值明显降低，SC算法相对 RKM算法又有 

了一次比较明显的降低。RSC和 Sc相比有一定程度的降 

低。 
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图 3 KM，RKM，SC，RSC算法 Rand指标对比 

Rand指标方面。对于Wine数据集，KM，RKM，SC，RSC 

的Rand值依次升高。对于 Iris数据集，KM，RKM，SC的 

Rand值基本持平，RSC有明显提升。对于 IonOsphere数据 

集，KM 和 RKM保持持平，SC和 RSC各有一定程度的提升。 

综上所述，在 3个基准测试集上，RSC算法在 DB指标和 

Rand指标上都有较好的表现。 

结束语 本文将现有的谱聚类算法进行了扩展，提出了 
一 种基于粗糙集理论的谱聚类算法。实验表明，该算法在稳 

定性和结果的准确率上都有超出现有算法的表现。本文中使 

用了高斯相似度函数构造数据对象的相似度矩阵，今后我们 

将进一步通过实验讨论相似矩阵的构造方法问题。谱聚类算 

法与对象的维数无关，适用于处理高维数据，经过粗糙集扩展 

后的谱聚类算法的结果具有层次性 ，可应用于 web文本数据 

挖掘、图像检索等领域。 
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