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摘 要 针对非线性系统线性化在状态约束下最优鲁棒控制求解问题，提出了一种基于混合系统的分段仿射系统 

(PwA)建模，通过多次优化迭代的方法求解系统的最大鲁棒控制不变集的方法，并求得不变集内的最优控制器，解决 

系统的状态约束问题。通过一个非线性系统实例进行建模、仿真，证明了本方法的可行性。 
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Abstract To s0lve the rObust cOntr0l 0ptimization problem of nonlinear system by states constraint，this paper pro— 

p0sed a method that obtains a maxima1 mbust contr01led invariant sets by 0ptimal iteration method based on a piecewise 

affine system model(PW A)．The optimizati0n contr01ler was computed to solve the pmblem 0f constraints．A n0nlinear 

system example was modled and simulated，the result proves the validity of the method． 
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1 引言 

混合系统研究是当今计算机领域与控制领域研究的一大 

热点。对于一些实际的如智能机器人的非线性系统，由于其 

复杂性 ，如十几阶的多阶强耦合系统rl ，对其进行建模和求 

解，计算量将非常大，求解也非常困难，很难满足系统的实时 

性等要求。而基于多模型的混合系统分析设计是一种简洁有 

效的方法 ，考虑在不同的状态下对系统模型进行配平、简化和 

解耦，分别设计控制器，之后在各子系统之间设计优化切换策 

略。 

混合系统是 由连续变量 动态 系统 ( vDS(Continuous 

Variab1e Dynamic SyStems)和离散动态系统 DEDS( screte 

Event Dy11amic Systems)相互混合、相互作用而形成的一类动 

态系统，广泛存在于工程实践 中，如计算机控制系统、制造工 

业、机器人系统 、现代飞行控制系统、汽车引擎系统等。由于 

混合系统的实用性，其近年来受到了控制和计算机领域学者 

的广泛关注，并取得 了大量成果 。John LygerOs对混合系统 

的混合自动机建模、混合系统的分析与综合、可达集等几个方 

面进行了较为全面与基本的论述[ ；Pei Ha卜l0ng对于一类含 

过渡状态混合系统的稳定区域进行了研究_2J。 

不变集理论主要是分析系统的状态是否满足状态的区域 

限制，能很好地分析与求解具有限制条件的控制系统，如分析 
一 个闭环系统的状态轨迹在给定初始值时是否与限制条件相 

冲突。F．Blanchini对于不变集的求解，椭圆体、多面体的不 

变集近似，系统不变集的可控性与控制量的求解做了较好的 

论述口 ；而对 于一 种 混 合 系统——分 段 仿射 系统，Mats 

Jirstrand对于不变集的计算_4]，U对于混合系统的有效切换 

保证不变集的存在进行了研究l5 ；对于含有边界干扰的分段 

仿射系统 ，S．v．Rak0vic等人对系统的控制量进行了求解，同 

时对于系统的最大可控不变集进行了迭代算法的计算 ； 

通过模型预测控制的方法，使有限制条件的系统进入一个不 

变集，D．Q May11e，Albert Bemporad等 人对 此 进行 了研 

究[7 ；Arthur Richards则应用模型预测控制 、不变集理论在 

飞行区域限制、路径规划上进行了研究。 

在文献[22]方法的基础上，本文通过研究将非线性系统 

转换后的混合系统 PwA模型，通过凸多面体的划分与优化 

迭代，求得有效的切换与控制量的设定，得到该类系统初始区 

域内的最大鲁棒可控不变集。 
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2 非线性系统的混合系统 PwA模型 

考虑如下离散非线性系统，其一般形式可写为： 

f ( +1)一 厂( ，“，叫) 
( (]) I 
( +1)一g( (是)，“(女)， ) 

其中， ∈ ，“∈ ， (是)∈唿 分别为状态变量、控制输入 

变量和输出向量， ∈w 为有界的干扰。如同文献[22]中的 

方法，通过雅可比线性化，在平衡点处展开成泰勒级数，可得 

到混合系统的 PwA模型，如式(2)所示： 

( +1)一A (是)+B “( )+ +u· 

(奄)一G ( )+D “( )+ +叫 

混合系统式(2)中． 

{ ∈s}， 尘 {0，1⋯ 一1}， (3) 

为有限子系统数。式(2)满足 z(f)∈ ，“∈U，叫∈w。非 

线性系统的在一定范围可以用混合系统式(2)的子系统来描 

述，而模型之间的切换条件则可以根据生产的工艺条件、系统 

需求等来确定。定义M 为凸多面体的并集，如式(4)所示 ： 

M—Un (4) 
z七 

其中，nf为凸多面体。 

3 最大鲁棒可控不变集 

3．1 不变集的定义 

给定了一个集合 McQ×X和初始状态(q。，zo)∈M，对 

于系统(1)，尽管扰动的存在，寻求一种控制规律使得系统的 

轨迹都在集合 M 中。 

定义 1(鲁棒不变集) 一个动态系统的鲁棒不变集M就 

是在存在有界干扰的情况下，一旦其状态进人状态区间 M后 

将会永远留在该区间，满足 (O)∈M一+ (￡)∈M， >O， (￡) 

是动态系统在时间￡的子集 ，而 M是状态空间的子集 。 

定义2(鲁棒控制不变集) 一个动态系统的鲁棒控制不 

变集 M就是系统仅当存在反馈控制“一 (̂z)使得其状态进 

入该状态区间后会永远留在该区间，一个集合 M 为鲁棒控制 

不变集，如下成立： 

(O)∈ “∈U：z( )∈M，V ∈W 

定义 2对鲁棒控制不变集进行了定义，如果存在两个不 

变集，从定义 2可以得出推论 1。 

推论 1 两个鲁棒控制不变集的并集为鲁棒控制不变 

集。 

要注意的是对于两个鲁棒控制不变集的交集不能做出相 

同的结论，即使是在不存在干扰的情况下。对于一个给定的 

动态系统，一个集合 M 是否为鲁棒控制不变集，可 以通过一 

个著名的几何条件判定方法进行判断。 

定理 1(不变集的几何判定) 一个集合M 为鲁棒控制不 

变集的充要条件为M PrP(̂ ，Pre(M)为M的前向一步集 

合： 

PrP(M)尘{ ∈R} ∈U：轧+1一厂( ， ， )∈M， 

V ∈ } (5) 

证明：充分性证明，假设 M P (M)，则在 M 中存在z ， 

而 皿 不在 PrP(M)中，z ∈  ̂Pre(M)．因而 M 不是鲁棒控制 

不变集。 

必要性证明，假设 M不是鲁棒控制不变集，存在 ．z- ∈M， 

而得不到 “ ∈U使得 + ∈M，则有 山∈M 不是 PrP(M)的 
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兀素 。 

从定理 l，一个集合是否为鲁棒控制不变集的判定可以 

总结如下 ： 

1)计算 M前向一步集合 P (M)； 

2)检测 M PrP(M)是否成立； 

3)如果 M Pr (M)，则 M为鲁棒控制不变集，如果 M 

P (M)，则 M 为非鲁棒控制不变集。 
一 般情况下，一个给定的集合 M 为非鲁棒控制不变集 ， 

因而就需要去寻找 M 中最大鲁棒控制不变集。 

3．2 最大鲁棒可控不变集 

定义 3(最大鲁棒控制不变集) 一个如式(1)所示的动 

态系统，集合 (x)为集合 X的最大鲁棒控制不变集的充 

要条件为：集合 (X)为鲁棒控制不变集，M (X)包含了集 

合 X中所有的鲁棒控制不变集。 

由以上定义我们可以知道，如果集合 为 X内的鲁棒控 

制不变集，则有以下关系： 

C M  (X) X (6) 

从定义 3可知，最大鲁棒控制不变集 M 一(X)是在存在边 

界限制干扰的情况下，包含了所有的鲁棒控制不变集，因而 

(X)的求解可以通过如下迭代算法来实现： 

算法 1(最大鲁棒控制不变集的计算) 

1)初始化：迭代步 一O，不变集M。一 ， 为给定的初 

始域。 

2)迭代计算： 

+1一@( )， 

@( )_垒_{z∈XI j“∈U 

． f．厂( ，“，训)∈ ，V ∈W}。 

3)如果 + 一 ，则返回 (X)一 ；否则令 志一是+ 

1，返回2)步。 

从算法 1，可以产生集合序列 慨 满足M +t ，即满 

足了鲁棒控制不变集的判定条件 ，最终如果得到 + 一 ， 

算法停止于 步并得到 为最大鲁棒控制不变集；然而如 

果 步迭代后，如果 —D，即可得到 M。(X)一D。 

4 混合系统最大鲁棒可控不变集 

本小节将研究 PwA模型混合系统(2)的最大鲁棒可控 

不变集求解问题，本文对最大鲁棒可控不变集的求解基于前 

向一步集的计算，并结合了混合系统的不变集求解的子系统 

区域分析，提出了含限定干扰的混合系统鲁棒最大可控不变 

集求解方法。 

定理 2 如果给定混合系统(2)和M 为凸多面体的并集， 

则式(5)描述的 P ( 也为凸多面体的并集，得到式(7)： 

P (M)一UPrP(n1) (7) 
I∈ 

证明： 

1)假设 

( )∈PrP(M) { ∈U： ( +1)∈M)=>{ (奄+1)∈ 

Q ，i∈s}=>{PrP(M) UP (Q)}。 
t∈ 

2)假设 

皿 M 

( )∈UP (Q) {j ∈U： ( +1)∈ ， ∈s} 
t∈ 

{ ( +1)∈M} {z( )∈P (M)) {P (M) UPrP( )} 
￡∈ 

由 1、2，定理 2得证。M～w 经过庞特里亚金差值法 



(Pontryagin difference)计算，M～w 为凸多面体的并集，如式 

(8)所示 ： 

L 

M～w尘 UZ， (8) 

由定理 2可得，式(8)可转化为： 
L 

PrP(M～ )一U PrP(Z，) (9) 

考虑 PwA的各子系统区域{{Q ) 3)，可得到： 
j， — l 

P (̂ ～聃，)一U UPrP (Z，) (1O) 
J— l =0 

其中，P ( )如式(11)所示： 

P (ZJ)：垒={ (是)∈ l “ ∈U，z(是+1)∈ZJ：西∈ ， 

( +1)一Az( )+B ( )} (11) 

从式(8)至式(10)可知，每一步将需要计算 s×L次前向一步 

集，引入鲁棒允许集概念。 

定义 4 2u (鲁棒允许集) 给定的集合 M 内的尼步鲁棒 

允许集，为该集合内的状态在允许的干扰下，存在一定的控制 

规律在 是步仍然保留在M 内，式(3—1O)成立： 

C +1( 垒{ ∈ ”I “∈U一 (∞)， 

s．￡．厂(z，“，硼)∈G(M)，V叫∈ }n (M) (12) 

可得到： 
L 

(M～ )一 UPrP( ) (13) 

+ (M)一P ( (M))nG+1(M) 

L 1 

一 U UPr6(Z )nC (M) (14) 

从式(14)可计算出 走步的鲁棒允许集 C (M)， (M)可能为 

非凸集，也是凸多面体的并集。基于式(11—14)的推导，含有 

有界干扰的混合系统最大鲁棒可控不变集的计算归纳如算法 

2。 

算法 2(混合系统最大鲁棒可控不变集的计算) 

1．初始化：给出一个初始集合 M，w， 一O。 

(M)一P (M)一M～W (15) 

2．对 G(M)进行凸多面体划分 ： 
J 

G(M) U (16) 

3．迭代计算 ： 
L 5一 l 

C +1(M)一U UPr (Z )n( (M) (17) 

4．如果 + 一 ，则返回C (M)一 ；否则令 忌一 十1， 

— G～w 返回步骤 2。 

在算法 2，集合 G 一般情况下是凸多面体的集合表示， 

如果 一0，即可得到 C (M)一D。根据算法 2，可以推出定 

理 3。 

定理3 假设 —M～w，存在 *+ 一 *，是 ∈ ；则 

算法 2停止且 。(M)一 。 

对于一般混合系统，最大鲁棒可控不变集并非都是能够 

有限步计算得到 ，由子系统为线性时不变系统构成的混合系 

统或者边界限定的有限状态混合系统 ，算法的停止可以保证。 

5 数值仿真 

考虑如下非线性系统，其模型如下： 

1(是+ 1)一 一 0．25 2(走)+叫 

2( +1)一-zf( )+1．3 2(正)+“(志)+叫 (18) 

( )一 1(走) 

系统的干扰 训为有界干扰： 

训一{叫l ll训ll。。≤O．1) (19) 

系统的初始约束区域为 ( )∈[一3，3]×[一12，12]，且 

一 1≤“≤1。在输出空间 —O， 一l处可得到 2个线性化模 

型 ： 

。 一 [： ] 一[ 一o， ≤o．s ：A。一lo 1．3 j，B。一l1_J’工一O’ ≤o‘ 

[ ]’Bl一[ ．s ：A1一l2 1．3 J，Bl—l1_J’五一 -y≥O‘ 
对于由分段线性系统组成的 PwA模型混合系统，使用 

算法 2计算系统在区域内的最大可控不变集 ，设置最优控制 

参数 Q—J，R一1，到每个子系统最优控制的输入 一 ， 

为 Riccati LQR反馈控制器。通过 MPT工具箱进行求解 ，在 

181秒迭代后，得到该系统的 416个控制区域，如图 1所示。 

图 1 系统鲁棒控制器分区 

从图 1中可以看 出，通过对非线性系统进行混合 系统 

PwA建模后，通过混合整数规划方法可以有效地求出系统的 

最大鲁棒控制不变集，并得到最优控制器。 

结束语 本文提出了一种基于混合系统模型的非线性系 

统最大鲁棒控制不变集的求法。首先利用了非线性系统进行 

混合系统 PwA模型建模，通过多次优化迭代求出不变集，并 

求出了最优的控制输入与控制区域。从本文的仿真实例看 ， 

用本文的方法能够很好地求出一类非线性系统的最大可控不 

变集，并得到该区域的优化控制。 
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图 2O 银行客户业务管理系统的体系结构的C2SADEL描述 

结束语 本文的主要贡献在于建立了体系结构元信息模 

型 MIM4RSA，系统地定义了支持重用的体系结构元信息。 

该模型也是一个具有良好的可扩展性的信息模型框架，我们 

可以针对不同的 ADL，来对该模型框架中的组成成分进行修 

改，以建立适应不同 ADL的元信息模型。同时更重要的是， 

我们可以利用 MetaADL将体系结构元信息描述出来，使得 

计算机可以处理这些元信息，为实现体系结构设计人员通过 

使用体系结构元信息，高效地重用软件体系结构奠定了良好 

的基础。 

作为今后的工作，我们将不断完善 MIM4RSA模型和 

MetaADI ，具体来说就是针对除 了 C2SADEL之外的其它 

ADI ，在元信息模型MIMSA中定义与这些 ADL相关的体系 

结构元信息，相应地在 MetaADL中定义支持描述这些元信 

息的语法成分；我们还需要开发一个工具，以支持体系结构设 

计人员通过操作元信息来实现软件体系结构重用。 
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