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覆盖粗糙集的公理化 
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摘 要 粗糙集的公理系统是粗糙集理论与应用的基础。覆盖粗糙集是粗糙集理论的 自然的有意义的推广。基于 

Xu等提出的新的覆盖粗糙集模型，研究了新模型的公理 系统，用 4条简洁且相互独立的公理刻画了覆盖粗糙集。这 

些研究有助于覆盖粗糙集理论研究的深入和完善。 
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Abstract Ebsed on the new n】odel of covering rough sets prop0sed by xu and zhang，the axiomatic system of covering 

rough sets on covering approximation space was studied，it consists of 4 axioms which are simple and independent．The 

research is helpful to covering rough set theor y． 
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1 引言 2 基本知识 

粗糙集理论是由波兰数学家 Pawlak提出的一种新的处 

理模糊和不确定性知识的数学工具，其主要思想就是在保持 

分类能力不变的前提下，通过知识约简，导出问题的决策或分 

类规则。目前，粗糙集理论已被成功地应用于机器学习、决策 

分析、过程控制、模式识别与数据挖掘等领域[1]。上下近似是 

粗糙集理论的核心概念，它们满足许多性质l2]。同时，学者们 

考虑相反的问题，即用这些性质来刻画粗糙集。较早的结论 

是 L』n和 Liu_3]提出的，它们是由 6条公理组成的粗糙集公理 

组。尔后文献[4，5]对公理组的冗余性进行了深入研究，提出 

了几组粗糙集的公理组和极小公理组。 

在粗糙集模型中，论域上的等价关系起着至关重要的作 

用。但在许多实际问题中，论域上的二元关系不是等价的，其 

应用受到极大限制。为此文献[6]将等价关系推广到覆盖关 

系，提出覆盖粗糙集模型。后来 Wi1liam等人_7]对该模型进 

行研究，提出了约简覆盖粗糙集及其下近似的公理化。但该 

覆盖模型不满足对偶原理，从而使得对覆盖上下近似性质研 

究遇到很多困难。最近 xu和 zhan 胡提出了一种全新的覆 

盖粗糙集概念 ，其许多性质与 Paw1ak粗糙集性质相同。本文 

的主要工作是建立文献[8]中覆盖粗糙集的公理化系统，所作 

的讨论是针对覆盖下近似来进行的，提出覆盖近似空间中下 

近似的相互独立的公理体系，最后通过对偶原理 ，得到覆盖上 

近似的公理体系。 

设 U是非空有限论域，C是 U的子集类 ，如果 C中的元 

素非空且 UC—U，则 C是 U的一个覆盖，序对(U，C)称覆盖 

近似空间。 

定义 1 设(U，C)为覆盖近似空间。对任意的 ∈U，集 

类 

M (z)一{K∈Clz∈K^(VS∈C  ̂∈S^S K K— 

S)) 

称元素 z的最小描述。 

定义 2 设(U，C)为覆盖近似空间。对任意的 X U，集 

合 

C (X)一{ ∈Ul nM ( ) X)， 

C (X)一{z∈【，J(nM (z))nX≠中) 

分别称为 X在(U，C)中的覆盖下近似和覆盖上近似。 

在定义 2中，若覆盖是划分，则覆盖上下近似就退化为 

Pawlak上下近似。因此 ，覆盖粗糙集是 Pawlak粗糙集的一 

种推广。 

定理 1 设(U，C)为覆盖近似空间。对任意的 X，y U， 

覆盖上下近似满足： 

(1L)C ( )一 ，(1U)C ( )一西； 

(2L)C (U)一【，，(2U)C (U)一U； 

(3L)C (X) 三X，(3U)X 三C (X)； 

(4L)C (Xny)一C (X)nC (y)， 
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(4U)C (XUy)一C (X)UC (y)； 

(5L)X Y C (X) C (y)， 

(5U) Y=>C (X) 三C (y)： 

(6L)C (C (X))一C (X)， 

(6U)C (C (X))一 C (X)： 

(7)C (～X)一 ～ C (X)，C (～X)一 ～C (X)。 

由此可知，这种覆盖粗糙集模型不同于文献[6]中的覆盖 

粗糙集模型，它满足 Pawlak粗糙集的许多重要性质，但有些 

性质也不成立(如 C (C (X))一C (X)，C (C (X))一C 

(X))。因此研究新的覆盖粗糙集公理化体系有广泛的现实 

和理论意义。 

3 新覆盖粗糙集的公理体系 

定理 1中的(7)表明覆盖上下近似之间可以相互定义，一 

旦下近似给定，上近似也就确定了。因此我们的讨论仅针对 

下近似来进行。 

定理 2 设 U是非空有限论域，厂：P(U)一P(U)是一个 

映射。若对任意的X，y U，l厂满足： 

(1)_厂(【，)一U； 

(2)／(X) X； 

(3)_厂(Xny)一l厂(X)n-厂(y)； 

(4)厂(厂(X))一 厂(X)； 

则存在 U的一个覆盖C使得 ，(X)一C (X)。 

为证明上述定理 ，我们先引入下面的引理： 

引理 1 在定理 2中，若 厂(Xny)一 l厂(X)n (y)，则 X 

y 厂(x) 厂(y)，即映射是递增的。 

证明：由X y得，厂(X)一 (Xny)一-厂(X)n_厂(y)，因 

此 厂(X) 厂(y)。 

定理 2的证明： 

设 C一{K L厂I厂(K)一K，K≠中)，则由(1)知 C是 U的 

覆盖，对任意的X U，C (X)一{z∈Ul nM (z) U}。 

V ∈C (X)，令 M ( )一{K ，K ，⋯，K l K ∈C}，有 

∈n K ，又 厂(K )一K ，可知 z∈n 厂(K )。由nM 

( ) X、引理 1和(3)可得 n _厂(K )一_厂(n K )一 厂(n 

M ( )) ，(X)．从而 z∈-厂(X)，即 C (X) 三_厂(X)。 

另一方面，任取 X U，由(4)知 ，(X)∈C。若 ，(X)一 

，则显然 厂(X) C (X)。否则 V ∈，(X)，有最小描述的 

定义知nM ( ) _厂(X)，又由(2)有 ，(X) X，于是得 n 

( ) X，从而 ∈C (X)，即 厂(X) C (X)。 

综上有 厂(X)一C (X)。 

定理 3 定理 2给出的 4条公理是相互独立的。 

证明：设 U一{口，6，f}。 

对任意X U，令 _厂(X)一 ，经验证 ，此时 _厂满足(2)、(3) 

和(4)，但不满足(1)，故{(2)，(3)，(4)} (1)。 

对任意X 【，，令 ，(X)一U，经验证 ，此时 _厂满足(1)、(3) 

和(4)，但不满足(2)，故{(1)，(3)，(4)} (2)。 

令 厂(u)一【，，_厂({a，6})一厂({6，f})一-厂({“，c})一_厂( ) 
一  

，，({n})一{＆}，，({6})一{6}， ({f})一{c}，经验证，此时 

，满足(1)、(2)和(4)，而{a}一厂({。})一 _厂({n，6)n{a})≠-厂 

({口，6})n_厂({n))一中不满足(3)，故{(1)，(2)，(4)} (3)。 

令 _厂(U)一U，-厂({＆，6})一{n)，厂({ ，c})一{6}，厂({n，c}) 
一 {f}，厂({d})一，({6})一厂({f})一厂(西)一中，经验证，此时 

厂满足(1)、(2)和(3)，而 中一_厂({c})一 _厂(厂({ ，c}))≠_厂({Ⅱ， 

c})一{c}，不满足(4)，故{(1)，(2)，(3)} (4)。 

综上所述，定理 2中的 4条公理是相互独立的。 

基于覆盖粗糙集的对偶原理，覆盖上近似有下面的公理 

体系： 

定理 4 设 U是非空有限论域， ：P(U)一P(L，)是一个 

映射。若对任意的x，y u，厂满足： 

(1)_厂(中)一中； 

(2)X 三 (X)； 

(3)，(XUy)一_厂(X)U，(y)； 

(4)厂(厂(X))一 厂(X)； 

则存在 L，的一个覆盖c使得 厂(X)一C (x)，且 4个条件是 

相互独立的。 

结束语 本文讨论了覆盖粗糙集的公理化和可靠性问 

题，给出了关于覆盖粗糙集的一组公理组，为覆盖粗糙集理论 

的完善提供了坚实的基础。虽然新覆盖粗糙集与 Pawlak粗 

糙集有许多相同的性质，但二者的公理系统却不完全相同，原 

因在于新覆盖粗糙集不满足性质 C (C (X))一C (X)，C 

(C (X))一C (X)。因此 ，覆盖粗糙集的公理化体系的讨论 

远比Pawlak粗糙集的公理化体系复杂。 
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