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一 种基于泛函网络求数值积分方法研究 
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摘 要 提 出了一种基于泛函网络求数值积分新方法，给出了一种泛函网络模型及学习算法，并将该模型用于求任意 

函数的数值积分 ，理论上证明了泛函网络用于逼近数值积分定理。最后通过 5个数值积分算例，并与传统计算方法作 

了比较分析 ，仿真结果表明，提 出的数值积分方法精度高，适应性强，且不需要确定被积函数的原函数，因此该方法在 

工程技术中有较大的应用价值。 
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Abstract A new method based on functional network was proposed to solve numerical integration methods．A functional 

network model for the numerical approximation and learning algorithm were given，and its model was used to sovle nu- 

merical integration of arbitrary functions．The theorem of numerical integration solution based on functional network 

theorem was presented and proved．Finally，five experimental results show that the new measure has higher precision 

and  strong adaptability，and primitive functions of integrand need not to be confirmed．Therefore，this new measure has 

application values in ma ny engineering areas． 
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1 引言 

在 自然科学和生产实践中，有许多实际问题最后都归结 

为求数值积分问题，比如 PID调节器就涉及到积分的计算。 
fb 

在一定条件下，虽有 Newton-Leibniz公式：I f(x)dx—F(6)一 
J a 

F(n)，( (z)一，(z))可以计算定积分的值 ，但是，众所周知， 

除了有限的几种类型外，对于一般的被积函数 ，( )往往无法 

求得其原函数，或者求得的原函数非常复杂。此外，在工程实 

际中，函数 ，(z)是用函数表形式给出而没有解析表达式，这 

就更无法使用 Newton-Leibniz公式了。因此有必要研究定 

积分的数值计算方法，以便解决定积分的近似计算。目前，有 

关数值积分的计算方法有很多，如 Newton-Cotes方法，Rom— 

berg方法，Gauss方法等[10]，其中Newton-Cotes方法是一种 

利用插值多项式来构造数值积分的常用方法，但是高阶的 

Newton-Cotes方法的收敛性没有保证，因此，在实际计算中 

很少使用高阶的Newton-Cotes公式；Romberg方法收敛速度 

快、计算精度较高，但是计算量较大；Gauss方法积分精度高、 

数值稳定、收敛速度较快，但是节点与系数的计算较麻烦，而 

且要求已知积分函数 ．厂(z)。基于此，本文提出一种基于泛函 

网络的数值积分计算方法 ，其基本思想是训练泛函网络来逼 

近被积函数以实现定积分的数值计算。仿真结果表明，本文 

提出基于泛函网络的数值积分方法积分，具有精度高、收敛速 

度快、数值稳定等特点．甚至可以处理一些奇异积分的问题， 

而且不需要给定被积函数 ，因此能有效解决建模困难的系统 

或未知系统的求积分问题 ，在工程实际中有较大的应用价值。 

2 泛函网络简介 

泛函网络_3]是最近提出的一种对神经网络的有效推广。 

与神经网络不同，它处理的是一般的泛函模型，而不仅仅是 

Sigmoidal函数，并且在各个处理单元之间没有权值，神经元 

函数不是固定的，而是可学习的，是一个给定的函数簇的线性 

组合。我们可以根据特定的问题来选择不同的函数簇(例如： 

多项式、三角函数、Fourier展开级数等)。在文献[4]中，作者 

通过具体实例把泛函网络与神经网络进行比较，从仿真结果 

可以看出，泛函网络的性能优于神经网络。泛函网络已经成 

功地被应用于很多方面，在文献[51中作者用泛函网络来进行 

混沌时间序列的预测，提取被混沌信号屏蔽的信息，在文献 
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E4]中作者用泛函网络来逼近微分、差分和泛函方程的解。泛 

函网络在上述的实验中都表现出了较好的性能。 

图 1给出了一个典型的泛函网络模型图，其主要组成部 

分如下 ： 

(1)一个输入单元层。其功能是输入信息，在图 1中输入 

层包含{ 1，X2，2173}。 

(2)若干中间存储单元层。它存储由神经元产生的信息， 

在图 1中只有一个中间存储单元层 ，包含{X4，z }。 

(3)一层或多层泛函神经元。每个泛函神经元是一个计 

算单元 ，对一个或多个输入的信息进行处理产生输出，在图 1 

中有两层泛函神经元 ，分别为{厂1， )和{，3)。 

(4)一层输出层。包含输出信息，图 1中为{-zs}。 

(5)一些直接连接。它们连接输入层、中间层神经元和 

层，在图 1中用箭头表示，箭头的方向表示信息流的方向。 

图 1 泛函网络模型图 

泛函网络和神经网络的主要区别在于：首先，泛函网络单 

元之间的连接是直接连接而没有权值，而且泛函网络的神经 

元函数不像神经 网络是固定的 Sigrnoidal函数，而是不 固定 

的、可学习的。泛函网络和神经网络还有其它的区别，在此不 

再赘述，详细请参见文献[4]。 

3 基于数值积分的泛函网络模型 

泛函网络与神经网络一样，也有各种各样的结构，不可能 

用一个统一的通用的结构来描述所有的泛函网络，也不可能 

用一个统一的函数来表示所有的泛函网络。本文用于求解数 

值积分的泛函网络模型如图 2所示。 

图2 一种泛函网络用于求数值积分模型 

图 2给出的是一个单输入 ，单输出 的泛函网络模型， 

， 一1，2，⋯，N一1表示泛函神经元。该网络的输出表达式 

如下 ： 

2一F( )一∑ ( ) (1) 

设 n 为泛函网络参数 ，Cj(z)为基函数簇，则泛函网络的参数 

矩阵 ＆一 I，口2，⋯，aⅣ] ，基函数矩阵为 C(z)一(CO(1z)，fl 

( z)，⋯，C ( )) ，泛函网络输出为 
N 

( )一∑n，f，(-z)一日 C( ) (2) 

误差函数为： 

P(￡)一_厂(五)--g(x )，t=O，1，⋯ ，m一1 (3) 

其中 为样本点数，厂(．z)为被积函数，g )为理想函数，用来 

逼近被积函数 ，(z)。 

4 泛函网络学习算法 

为了验证学习算法的正确性和有效性，我们定义平方根 

误差(RMSE)来度量基于泛函网络求数值积分的误差： 

，_ —— —— ———— ——— —一  

E一，＼／∑．1 I ～ l l ／r (4) 

其中， 是泛函网络的输出，f 1．1l指函数的范式。 

对于有教师训练学习算法来讲 ，给定一组学习样本数据 

{(-z5 ， ’)l是一 1，2，⋯， } (5) 

误差代价函数可定义为 

Ej—z~j-
i=

EajCj(x1 ) (6) 

为了找到最优的网络参数，需要最小化误差平方和 

E 一
．

∑ E 一
．

∑[ 一 ∑q (xli)]。 (7) 
= 1 一 1 。 = 1 。 

为了保证泛函网络表达式的唯一性，需要给出一些网络 

的初始值。在这里设网络的初始值为 

f(xio)一uio， 一1，2，⋯， (8) 

加惩罚项式(8)到式(7)中，得到目标函数： 

E —Eo+ 1∑(厂(z∞)一碥o) 

一

墨(％一蚤口iT (xl )) +al互(，(z∞)一地0)。 (9) ，一l l—l t—l 
式(9)分别对 ， 求偏导，得 

f 一一2喜EJ (z )-+-2ai( (z -UiO) (z 一o 

l 一 =~laiT (xlj)～一o 
(1O) 

在给定基函数后，通过解方程组(10)，可求得最优的泛函网络 

参数 。 

5 基于泛函网络数值积分逼近定理 

泛函网络具有很强的数值逼近能力，但是并不是选什么 

样的函数簇都可以逼近任意函数 ，用于逼近的函数簇的选取 

将直接关系到收敛速度，选取不当甚至导致不收敛。三角函 

数是初等函数 ，其积分值简单、易计算，而且在[一 ， ]上是正 

交函数，其基函数 的线性组合可实现对被积函数的逼近附。 

本节以三角基函数为例 ，给出数值积分定理，并给与证明。其 

它基函数泛函网络的积分定理及证明类似 。设 cj(z)为三角 

基函数，即 

一  

； 2，⋯，N 
(11) 

为泛函网络基函数簇(N为偶数)，且 xE[O， ]。 

定理 1 设 a,fl为积分上下限，且 o≤a， ，aj为泛函 

参数 ，则有 

一 J_ ( )出≈ --a)ao+警号aj[sin(jf1)--sin(血)]+ 
∑ _『1 n 2 [cos(血)一eOs( )] 

证明： 

I—f ( )dr≈f (z)dr—f ． ，。。。(豇)+ 。 0 
i=o 

∑nj+N／2 8in(jx)]dr 

—  [n。+∑n cos(扛)+∑aj+N／2 Sin(jx)]dx 
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一 ( 。 cos(jx)dx+ 一( —a)n。+∑n 

(jx)dx 
J 1 

一 (fl—a)勘+∑ 1 n，[sin( ) 

专a汁Nf2[cos(ja)一cos(jf1)] 

6 数值积分算例 

为了验证本文提出的数值积分算法的优越性，本文选取 

了参考文献[7—9]中给出的一些实例进行计算，与传统的梯形 

法、Simpson方法 、CompositeSimpson方法和 Romberg方法 

比较，显然本文算法精度更高，适应性更强。 

例 1 文献[6]用梯形法和 simpson方法在[O，2]积分区 

间分别计算被积 ， ， 1+ ，1／(1+ )，sin z， 等 6个 

函数的积分，结果如文献[7]中的表 4．7所示。 

在本文算法中，我们选择图 2所示的泛函网络结构，对所 

有的泛函神经元选三角函数为基函数，输入个数 N—10，参数 

的初始值随机选取，泛函网络训练样本集为 { 一k~／lO0 l厂 

(xk)，k=0，1，⋯，100}，其中 ．厂(z)表示被积函数。表 1列出 

了文献[7]、文献[11，12]的结果和本文算法的结果。 

表 1 几种数值积分方法对应函数的积分值 

例2 计算积分 I ~／1+COS xdx。 

用 Romberg方法计算该积分时遇到了困难_9]，用 Com— 

posite Simpson’S rule计算时，将积分区间[O，48]等分成 100 

个子区间，计算结果为 58．4708215。文献[1O]中采用神经网 

络计算方法如下： 

I ~／1+COS xdx一15I 1+COS xdx+ 

,／—1+c—os2xdx≈ 58．5209 
J 0 

本文算法中，我们使用图 2所示的泛函网络结构，对所有 

泛函神经元选取基函数 (夕)一[1，P，P ，sin P，CO8 P，sin 2p，COS 

2p]，参数的初始值随机选取，泛函网络训练样本集为 { — 

k／2If(xk)，k=0，1，⋯，100)，其中 厂(z)表示被积函数，计算 

结果为 58．4705。表 2列出了文献[9—11]中的结果和本文算 

法的计算结果。积分误差变化曲线如图 3所示。 

表 2 几种数值积分方法对应函数的积分值 

丛 丝塑鳖差鲨 堕立鎏 查塞墨鎏 塑堕 
—

l+co—s2x 58．47082 58．5205 58．47065 58．4705 58．4704691 

积分误差 

Î ．̂ ^̂ Â Â I A Â ^̂^ ⋯̂  ^̂ ^̂ ^̂ ^^ ．̂ ^̂ ^^̂ ． 

Y V ’ ’’ V’V V’ Ibv v V V V。。6 V V V V 8 0 V V V V V Yo c 
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图 3 积分误差变化曲线 

迭代次数 

例3 为了检验本文算法具有奇异积的处理能力，考虑 

如下奇异函数 

rg ，O≤ < 1 

_厂(z)一 P一 ，1≤z< 2 

Le一扪 ，2≤z≤3 

该函数的精确积分值为 1．546036。文献[1O]中采用神经网 

络计算得到的结果为 I．5467。本文算法中，我们使用图 2所 

示的泛函网络结构，对所有的泛函神经元选取三角函数为基 

函数 ，输入个数 N一10，参数的初始值随机选取，泛函网络训 

练样本集为{ =kn／lO0If(xk)，k=0，1，⋯，100}，其中 ，( ) 

表示被积函数，计算结果为 1．546036。表 3列出了文献[10， 

11]中的结果和本文算法的计算结果。积分误差变化曲线如 

图 4所示 。 

表 3 几种数值积分方法对应函数的积分值 

积分误差 

图4 积分误差变化曲线 

迭代次数 

例 4 计算积分 I dz。 
J 0 

此积分的被积函数的原函数不是初等函数，所以无法用 

牛顿一莱布尼茨公式来计算这个积分。文献[10]中分别用矩 

形法、梯形法和 Simpson方法计算该积分。 

本文算法中，我们使用图 2所示的泛函网络结构，对所有 

的泛函神经元选取多项式 ( )一[1，P，P ，P。]，参数的初始 

值随机选取，泛函网络训练样本集为{Xk=k／lO0If(xk)，k一 

0，1，⋯，100}，其 中 f( )表 示 被 积 函数，计 算结 果 为 

0．746823。表 4列出了文献[9—11]中的结果和本文算法的计 

算结果。积分误差变化曲线如图 5所示。 

表 4 几种数值积分方法对应函数的积分值 

f(x) 矩形法 梯形法 Simpson ES方法 本文算法 精确值 

e一 】(z 0．77782 0．74621 0．74683 0．74683 0．746823 0．746824 

积分误差 

图 5 积分误差变化曲线 

迭代次数 

例s计算积分I— 去 -4旨--出。 √一1．／ '̂ I 
该函数的精确积分值是 1．8294，文献[12]中用 Gauss- 

Legendre公式计算得到 1．436，用 Gauss-Per Kai公式计算得 

到 1．7533。 

考虑到被积函数的积分上下限[一1，1]硭[O， ]，因此本 
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1．45675898761， 一 1． 5678456772， 0． 66765756893， 

-- 0．75678765688)，与 最 优 解 对 应 的 最 优 值 g(z)一 

0．055894567。对两个问题测试后所得到的解的均值及最差解 

如表 1所示。 

表 1 MOLEA算法测试解 

结束语 本文提出 了处理约束 优化问题 的一种新方 

法——多 目标线性进化算法(MOLEA)，该方法将约束优化 

问题在高维搜索空间的求解转换到二维搜索空间中。利用给 

出的线性适应度函数，方便了对个体适应度值的评价。设计 

的基于密度的交叉算子可以较好地扩大解的搜索空间。数值 

实验显示出新算法是一种便于实现、通用性较强的方法。下 
一 步我们的工作将集中在二维搜索空间中利用分类的方法改 

进 MOLEA，以提高算法的性能，并试图推广到其它的组合优 

化问题。 

[13 
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文计算方法如下： 

如一fo +j- 出一 
—南 出+jI 

本文算法中，使用图2所示的泛函网络结构，对所有的泛 

函神经元选取三角函数为基函数，参数的初始值随机选取，输 

入个数 N一10，泛函网络训练样本集为{ 一k~／100{f(Xk)， 

k=0，1，⋯，100}，计算结果为 j一1．11190+0．71748=1．82938。 

表5列出了文献[12]中的结果和本文算法的计算结果。积分 

误差变化曲线如图 6所示。 

表 5 几种数值积分方法对应函数的积分值 

积分误差 

一  ，  
、  

、s —吉 1 i'0迭代次数 

图 6 积分误差变化曲线 

结束语 泛函网络是一个崭新的研究方向，其在某些方 

面的性能优于神经网络。本文给出了基于泛函网络求解数值 

积分的模型、算法，该算法适合于求任意函数的数值积分，因 

此，本文提出的数值积分计算方法适应性强。通过仿真实例 

可以看出，与传统计算方法相比，本文的计算精度更高，而且 

本文给出的积分算法不限制积分区间，是一种有效的数值积 
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分方法 ，在工程应用领域中具有较大的应用前景。 

参 考 文 献 

『1] 林成森．数值计算方法[M]．北京：科学出版社，1998：173—215 

[2] 朱方生，刘大美，李素贞．计算方法[M]．武汉：武汉大学出版社， 

2003 

[3] Castillo E．Functional networks．Neural Processing Letters， 

1998，7：15卜 159 

[43 CastelloE，CoboA ，Gutierrez J M ．WorkingwithDifferential 

Functional and Difference Equations Using Functional Networks 

口]．App1．Math．Model，1999，23：89～107 
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