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基于外沿三角形网格划分的凸壳并行化处理 
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摘 要 实现复杂问题的并行化处理的最基本问题之一，是如何将复杂问题分割成若干个子问题。首先研究了凸壳 

的一些特殊几何性质，然后利用这些性质将所讨论的点集分割在一些网格 中。同时论证 了凸壳顶点只能位于这些网 

格 中的外沿三角形网格 中，并且在各外沿三角形网格中所求得的凸壳顶点彼此相互独立，从而为凸壳并行化处理的设 

计与实现带来了极大便利。 
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Abstract Using the parallelization to deal with complex questions，a most basic issue is how to divide the complex 

question into some sub-questions．Firstly studied some special geometric property about convex shell，then used these 

property to divide the set of points into some triangle grids．Simultaneously proved convex shell umbo is only located in 

the periphery triangle grid and looked for convex shell umbo in these periphery triangle region mutually independently． 
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1 引言 

凸壳问题自2O世纪 7O年代被提出以来，一直受到国内 

外众多专家学者的关注，相继构造出许多凸壳算法，如基于最 

大基线倾角智能逼近的凸壳新算法_1]、求平面点集凸壳的一 

个最优算法_2]、双域单向水平倾角最小化圈绕凸壳新算法l3]、 

基于凸多边形的凸壳算法[4]、平面点集凸壳的一种快速算 

法[5]、求解简单多边形和平面点集凸包的新算法[ ，但这些算 

法都是串行算法。凸壳问题在最坏情况下的时间复杂度，其 

已知下限为 O(nlog(n))l7]。有些串行算法的时问复杂度已 

经达到此下限(如平面点集凸壳的一种快速算法[5])。因此， 

要进一步提高求解凸壳问题效率，必须从其它方面进行研究。 

近年来，并行计算获得了较快发展，这无疑给复杂问题的解决 

提供了一种有效的方法。要实现凸壳问题的并行处理，一个 

较为关键的问题是：如何将凸壳问题划分成若干个子问题。 

本文就这一问题进行了研究，并提出了凸壳的三角形网格划 

分方法。 

2 并行算法设计过程及基本划分思想简介 。] 

并行算法设计过程一般可以分为 4个阶段：任务划分、通 

信分析、任务组合和处理机映射，如图 1所示。 

图 1 并行算法设计过程 

划分 ：将整个问题分解成一些子问题，其 目的是尽量开拓 

并行执行的机会。 

通信：确定诸任务执行中所需交换的数据和协调诸任务 

的执行 ，并由此可检测上述划分的合理性。 

组合 ：按性能要求和实现代价来考察前两个阶段的结果， 

必要时可将一些子任务合并成更大的子任务，以提高性能或 

减小通信开销。 

映射：将每个子任务分配到一个处理机中，在此过程中应 

尽量达到的目的是：最小化全局执行时间和通信成本以及最 

大化处理机的利用率。 
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通过对并行算法设计过程的分析可知，划分的优劣直接 

会影响到通信分析、任务组合和处理机映射这 3步工作能否 

顺利完成且效果较好 。因此，设计并行算法时的划分处理，是 

基础的也是关键的一步。 

常用的划分思想，可简介如下。 

均匀划分思想——处理问题分为两步：(1)将给定的问题 

分割成 P个相互独立而规模相近的子问题；(2)用 P台处理 

器分别并行求解各子问题。 

分治划分思想——将一个大而复杂的问题分割成若干个 

特性相同的子问题分而治之。若所得到的子问题的规模仍然 

过大，可反复使用分治策略，直到诸子问题较容易求解时为 

止。并行分治法可分为 3步：(1)将原问题划分成若干个规模 

相近的子问题 ；(2)同时递归地求解诸子问题；(3)归并各子问 

题的解为原问题的解 。在本文中将主要用到分治划分思想。 

3 对已有划分方法的评析 

设 S为二维平面内有限点集 S一{S (五，Y )i 1≤ ≤ < 

+。。}中的点(其中7"／为 S中所含点的个数)，x(s )是点 S 的 

X坐标值，H(S)是点集 S的凸壳 。因求解 以最左、最右点连 

线为分界线的上凸壳 UH(S)与下凸壳 LH(S)的方法是同构 

的，故只需讨论上凸壳 UH(S)的解法即可。 

首先，把包含在上凸壳所围成的区域中的点按 X坐标值 

从小到大进行排序，不妨设为 x(s )< (sz)<⋯<z(s )。求 

上凸壳时可采用分治技术 ，令 

S1一{S1，s2，⋯，SE ／2]}，S2一{ ／2~+1，sE ／2]+2，⋯，s } 

那么，可将 S ，Sz放入到 2台处理机中处理。一旦凸壳 H 

(S1)，H(52)均被求出后 ，只需求出 H(S )与 H(s2)这两个 

凸壳的上公切线 (如图 2粗虚线所示)，即可求出其上凸壳 

UH (S) 

图2 上凸壳中两个子凸壳的上公切线 

但是，此分割方法存在如下两个缺陷：(1)已知排序的时 

间复杂度为 O(nlog(n))I7]，而有些凸壳串行算法的时间复杂 

度已经达到凸壳问题在最坏情况下的时间下限 O(nlog(n))。 

故在分解原问题时进行的排序便成为该方法提高效率的瓶 

颈，从而使并行处理不能从根本上提高解决问题的效率。(2) 

若凸壳 H(St)，H(Sz)保留了 S中绝大多数的点 ，那么求两 

凸壳上公切线的计算量较大。另一方面，若用此方法将点列 

x(s )<z(s2)<⋯< (s )分割成多个子部分 ，放人多台处理 

机中处理，随着子问题数 目的增多，将使各子问题的解归并为 

原问题解的复杂性大增。而将子问题的解归并为原问题解 的 

难易程度正是衡量划分优劣的一个重要标准。 

因此 ，有必要研究和构造可根据实际情况需要而将原点 

集划分为多个规模相近子集的三角形网格划分方法 ，且它不 

会使各子问题的解的归并复杂性随着其子问题数目的增多而 

增大。 

4 构造点集的三角形网格划分 

为了叙述简便，本文假设二维点集 S中的点不在 同一条 

直线上(因为若在同一条直线上，则没有讨论的必要)。构造 

如下 4个集合 ： 

A一{a(xl，y1)∈S}V(z， )ES有z≥z1} 

B一{b(x2，y2)ESl V( ， )∈S有 y2≤ ) 

C一{c(x3，Y3)ESl V(z， )ES有 373≥z} 

D一{d(x ，Y4)ESl V( ， )ES有Y4≥ } 

集合 A，B，C，D中的点分别为通常所说的点集 S中最 

左、最下、最右 、最上的点。设 n ，C 分别为集合 A，C中y坐 

标值最大的点；az，cz分别为集合 A，c中y坐标值最小的点。 

b ，d 分别为集合 B，D中 X坐标值最大的点；b2，dz分别为 

集合 B，D中X坐标值最小的点 ，如图3所示。 

⋯  
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图 3 三角形网格初始划分示意图 

X 

显然，口1，cl，＆2，c2，b1，dl，b2，d2均为凸壳的顶点，而中心 

区域 I中的点均不是凸壳的顶点。设点集 S在区域 Ⅱ，Ⅲ， 

Ⅳ，V中的点所构成的集合为 S ，Sz，S。，s4。称 区域 Ⅱ，Ⅲ， 

Ⅳ，V为此划分阶段的外沿三角形网格 ；n ，dz为与三角形网 

格Ⅱ相关联的凸壳顶点对 ，也称 a ，dz为与点集 S 相关联的 

凸壳顶点对(简称 S 的关联顶点对)。对区域 Ⅲ，Ⅳ，V，可依 

此类推。 

凸多边形的下列几何命题显然成立： 

命题 1 对于凸多边形任意一条边所在的直线而言，凸 

多边形所围成的区域在该直线的同一侧。 

命题 2 包含在 S 中的凸壳顶点不可能与包含在 S。中 

的凸壳顶点相连接构成凸壳的一条边，即在 S 与 52中求凸 

壳的顶点是相互独立的。 

可用命题 1来证明如下命题 ： 

证明：构造如下两个集合 E一{eE S l e为凸壳的顶 

点}，F一{fES。l厂为凸壳的顶点}。 

(1)若 E与F至少有一个为空集，则命题 2显然成立。 

(2)若 E与F均不为空集，假设存在两点 P EE，_厂1 EF， 

它们相连接构成凸壳的一条边。显然 n ，C (因为 S中的点不 

在同一条直线上，所以 a 与 c 不可能重合)在线段 e _厂l所在 

直线的两侧 ，这与命题 1相矛盾。故假设不成立。 

综上可知命题 2成立。 

同理可证 S ，52，S。，S4两两组合均有类似的结论，即在 

S ，S ，S3，S 中所求得的凸壳顶点彼此相互独立。 

下面构造外围算法 AI来求 S ，Sz，S。，S 。 

首先定义符号 maxX(T)表示点集 T中X坐标值最大的 

点所组成 的集合 ，依此类推可定义 maxY()，minX()，rain 

y()。据此，可得如下算法。 

输入 ：点集 S 

输出：(Si，T(S )，5 S 2) 一1，2，3，4(其中T(S )为 S 中 

点的个数一S—S为 S 的关联顶点对且 S 的 X坐标值小于 s z 

· 245 · 



的 X坐标值) 

Begin 

Step1 求出：n1=maxY(minX(S))，a2=minY(minX(S))， 

b1一maxX(minY(S))，b2一minX(minY(S))， 

f1=maxY(maxX(S))，f2=minY(maxX(S))， 

d1一maxX(maxY(S))，d?一minX(maxY(S))， 

以及线段 n cz的中点 h。(因为 S中的点不在同一条 

直线上，所以 a 与cz不可能重合)。 

Step2 求出点 m 与 dz所在直线的方程 F1、点 az与 62所在 

直线的方程 F2、点 b 与 c 所在直线的方程 、点 c 

与 d 所在直线的方程 F4。 

Step3 对 S中的每一个点(例如 )，分别求出 Fi(s)和 

( 。) 一1，2，3，4。若 F1(‰)与 F ( )异号，则将点 S 

放入 S 中，并且 T(S )加 1；若 F2(‰)与 F2( )异号， 

则将点 S放入Sz中，并且 T(Sz)加 1；若 ( )与 

( )异号，则将点 S放入 S。中，并且 丁(Sa)加 1；若 

(‰)与 F4(s)异号，则将点 S放入 S 中，并且 T(s4) 

加 1(从图3可以直观地看出S最多只能在S ，Sz，S。， 

S4中的任何一个集合中)；若 S不在 S ，Sz，ss，s 中 

的 任 何 一 个 集 合 中，则 S必 位 于 凸 多 边 形 

a1a2b2b1 c2Cld1d2中(如图 3所示)，此时 S为凸壳 内 

点。令 a1，d2对应为 S S a2，b2对应为 S2l，S22；61， 

c2对应为 S S32；dl，c1对应为 S⋯ S‰ 通过这一步 

的操作将有可能成为凸壳顶点的点分割到 4个外沿 

三角形网格中。 

End 

可以将以上 4个外沿三角形网格进一步分割。 

设 S ≠西，构造集合 M一{m∈S l SES ，m到直线 a dz 

的距离大于等于 S到直线a dz的距离}，因为开始假定 S ≠ 

西，所以M≠中。设 m 为 M 中x 坐标值最小的点，mz为 M 

中X坐标值最大的点，连接 a m ，m mz，mzdz(如图4所示)， 

则 S 中的点被分割在 S S S 。3个区域中，显然 S 中的 

点不可能是凸壳顶点。称 S S s。，S。，S 为此划分阶段 

的外沿三角形网格。 

图 4 

命题 3 m 与 mz均为凸壳的顶点。 

证明： 

(1)若 M—S ，显然命题成立。 

(2)若 S1 

假设点 优 不是凸壳的顶点，则包含在 S 中的凸壳顶点 

只能位于 S z，S 。中或为 z。 

由上述假设可知，必存在两个点，不妨记为 ，满足如 

下两个条件 ：(1) 与 z是凸壳的顶点且线段 z 为凸壳的 
一 条边；(2) 1位于 S12中或 l—a】， 2位于 Sl3中或 2一d2 
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或当 m2≠m1时 2一m2。由于已设定 Sl≠ ，因此 1一m 与 

z— z不可能同时成立，则显然 m 与 dz位于直线 的两 

侧或 m 与a 位于直线 的两侧。这显然与命题 1相矛 

盾 ，故假设不成立 ，即 m 是凸壳的顶点。同理可证 mz也是 

凸壳的顶点。 

综上可知命题 3成立。 

下面构造算法 AⅡ来解决此类分割。 

输入：(S S S)其中S S z为 S 的关联顶点对。 

输出：(S ，T(S )，S 1，S 2)七一1，2 

Begin 

Step1 求出点 S 与 S 所在直线的方程 F。 

Step2 求出集合w一{wES l sESi，W到直线 s 2的距离 

大于等于 S到 S S 2的距离}， 一minX(W)，W2一 

maxX(W)，线段 S S 2的中点 。 

Step3 求出点 S 与 叫 所在直线的方程 F ，点 s 2与 W2所在 

直线的方程 。 

Step4 对 S 中的每一个点(例如 5)，分别求 出 Fi(s)和 

(wo) 1，2。若 F (wo)与 F (s)异号 ，则将点 s放入 

S 中，并且 T(Si )加 1；若 F2(Wo)与 F2(s)异号，则将 

点 S放人S 中，并且 T(Si )加 1。显然 s最多只能在 

s 与 S 中的一个集合中。若 s既不在 S 也不在 Sz 

中，则 S为凸壳的内点。令 S̈ Wl对应为 Sm， ，W2， 

sf2对应为 SⅢ S 2。 

End 

把算法 AⅡ应用到 ， ，s4，就得到 4×2：8个相互独 

立的外沿三角形网格。进一步可将算法 AⅡ应用到这 8个外 

沿三角形网格，这样就可以得到 8×2—16个外沿三角形网 

格。将此过程反复进行，就可以得到多个外沿三角形网格，如 

图 5所示。为了平衡各处理机的任务量，在每次分割前首先 

比较当前分割阶段已有的各外沿三角形网格中所含点的个 

数，然后将点数最多的那一个外沿三角形网格应用算法 AⅡ 

进行分割(上述过程的实现见算法 AⅢ)。这些外沿三角形网 

格有一个共同的特点：其中有一条边的两个端点为凸壳的顶 

点。在将各子问题的解归并为原问题解的过程中将用到此特 

性。只需比较各子凸壳顶点列的首尾点，即可将各子问题的 

解链接成原问题的解。 

图 5 

算法 AⅢ 

输入：点集 S 

输出：(S ，T(S )(勋 S)) 

Begin 

Step1 AI(s)／*调用算法AI*／ 

Step2 找出当前含点数最大的外沿三角形网格所对应的集 

合且统计当前非空外沿三角形网格的个数 L。若 L一 

0，则凸壳顶点已求出程序停止执行；若L≠0且L小 

于处理机的台数P，则进入 Step3；若 L一 ，则对 S的 



 

分割操作完成 ，程序停止执行。 

Step3 调用算法 AⅡ对在 Step2中确定的点数最大的集合 

进行分割，返回 Step2。 

End 

显然算法 AⅢ的时间复杂度为 O( )。 

由于 S为有限集，所以在算法 AⅢ结束时只会得到有限 

个 S的子集，即有限个外沿三角形 网格。不妨设共得到 t个 

外沿三角形网格。若 T(S )一0，则令 H(S )一{S 的关联顶 

点对S—S z}，对非空的p个子集可以放入P台处理机中并行 

处理。不妨记 p个非空集为 ， ，⋯， 。 

利用三角形网格划分方法对原点集进行分割，有如下几 

个优点：(1)可以根据实际情况的需要将原点集 中有可能成为 

凸壳顶点的点分割在多个外沿三角形网格中；(2)在各外沿三 

角形网格中求凸壳顶点是彼此相互独立的(可以用类似命题 

2的证明方法进行证明)，因此在各子问题的处理过程中不需 

要机间通信，这不仅可以降低通信成本，还可以避免因通信阻 

塞而限制并行执行的效率；(3)极易将各子问题的解归并为原 

问题的解 ；(4)对原问题进行分解的时间复杂度为 0( )。 

5 基于工作站机群的凸壳并行算法 

工作站机群(cow)是实现并行计算的一种新的主流技 

术。这种系统将一群工作站用某种结构的网络互联起来，充 

分利用各工作站的资源，统一调动、协调处理，以实现高效的 

并行计算。COW 的一般结构如图 6所示。当采用上述三角 

形网格划分方法对原问题进行分割后，在诸子问题的求解过 

程中一个子问题的解决不依赖其它子问题的处理结果，所以 

对主机与各工作站 以及工作站与工作站之间的通信要求较 

低。这非常适合工作站机群的体系结构。主机将原问题分割 

成若干个同构的、规模大致相等的子问题，然后将各子问题播 

送到各工作站(一到多个人通信)。各工作站独立地完成所接 

收到的任务，最后将子问题的解返回到主机(单点收集)并在 

主机中将各子问题的解归并为原问题的解。 

工 

图 6 

输入：二维点集 5一{S1，S2，⋯，S } 

输出：二维点集的凸壳 H(S) 

Begin 

Stepl AⅢ(S)／*调用算法 AⅢ*／ 

Step2 For 一1 to p do／*将在Step1中得到的P个非空集 

播送到 P个工作站 *／ 

Send(Vi，Vi1，Vi2)to workstation P 

／*Vi ，Viz为集合 的关联顶点对 *／ 

Receive( ，Vi1，Vi2)from case 

End for 

Step3 For走一1 to P par-do／*在 台工作站中并行处理 

*} 

HULL( ，Vi ，Viz)／*调用已有的凸壳串行算法 *／ 

End for 

Step4 For 一1 to do／*将 个工作站的结果播送 回主机 

Send H( ， 1，Wi2)to case 

Receive H ( ， l，Vi2)from 

workstation P 

End for 

Step5 通过比较各子凸壳顶点列(包括在 Step1与 Step3中 

得到的子凸壳顶点列 ，在 Stepl中得到的各子凸壳顶 

点为各空外沿三角形网格的关联顶点对)的首尾元素 

将各子问题的解归并为原问题的解 。 

End 

结束语 在解决一个复杂的问题时，我们常用的一种方 

法是将复杂问题分割成多个子问题。分割的思想有多种，如 

均匀划分技术、分治技术、平衡树技术、倍增技术等。衡量一 

种分割方法在处理特定问题时的优劣，通常有如下标准：各子 

任务的均衡性、并行处理时的通信成本及软件工程成本、子问 

题的解归并为原问题解的难易程度等。本文构造的三角形 网 

格划分在解决二维凸壳问题时能很好地满足以上标准。最后 

本文根据此分割的特点构造了一种基于工作站机群的凸壳并 

行算法。在结束此文时笔者想发表一点愚见：人们已经构造 

了许多凸壳的串行算法，且有一些算法已经达到了凸壳问题 

在最坏情况下的时间下限，因此若想进一步提高解决凸壳问 

题的效率，凸壳的并行化处理应是一个值得研究的领域。 
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