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基于代数视角的凸壳及其特性同构化研究 
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摘 要 现行凸壳算法通常是基于凸壳几何特性的视角来求解凸壳顶点，主要适用于求解低维几何空间凸壳问题。 

因高维空间凸壳的几何关系极为复杂，故研究、设计、提 高求解高维几何空间凸壳的算法效率难度较大。考虑到几何 

与代数有着天然的本质联系，进而基于代数视角来研究凸壳问题，并给出了凸壳顶点的代数定义，研究了凸壳顶点若 

干代数性质；从而，为探索从代数视度来研究和设计求解高维几何空间凸壳算法提供某些基础理论与创新思路。 
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Abstract The current convex hull aIgorithms find out the apeXes 0f convex hu1l fmm the view based 0n the ge0metric 

characteristics of c0nvex huI1．These algorithms are suitabk t0 study the convex hulI prOblem in l0w dimensions space． 

But the ge0metric relationship of the convex hull in high dimensions space is very complex，how to research，design and 

raise the a1gorithm efficiency in high dimensions space is rnore difficu1t．The natural nature relationship between geome— 

try and algebra was concemed，the c0nvex hull problem was studied fmm the view based on algebra，b0th definition and 

algebra natures of the apexes of c0nvex huU were given and studied；s0me theoretical bases and innovat nal thinking 

were advanced to research and design f0r solving the convex hull pr0blem in high dimensi0ns space frlom the view based 

0n algebra． 
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1 引言 

二维凸壳问题于2o世纪7O年代被提出，由于其应用的 

广泛性及问题本身的复杂性引起了相关学者的广泛关注并取 

得了大量的研究成果 ，例如基于最大基线倾角智能逼近的凸 

壳新算法口]、求平面点集凸壳的一个最优算法L2]、双域单向水 

平倾角最小化圈绕凸壳新算法[3]、基于凸多边形的凸壳算 

法_4]、平面点集凸壳的一种快速算法[5]。在三维凸包的快速 

算法_6]一文中研究了三维空间中求解凸壳顶点的方法。随着 

经济社会的发展 ，人们面对的问题越来越复杂。一个十分突 

出的表现是信息的维数不断增加 ，为了满足实际应用的需要， 

有必要进一步研究高维凸壳问题。另一方面人们对事物的认 

识总是由简单到复杂不断地向前发展。高维凸壳问题是二维 

凸壳问题的推广和发展，因此从理论研究的角度来看也有必 

要对高维凸壳问题进行研究。已有的二维凸壳算法都是根据 

二维空间中凸多边形的一些特殊几何性质构造而来。然而， 

高维空间中的几何结构远 比二维空间复杂，这就造成了解决 

二维凸壳问题的传统思想在解决高维凸壳问题时有较大难 

度。鉴此，本文试图面向基于代数学思路的凸壳算法设计与 

创新，从代数学的角度给出了凸壳的代数定义，并对凸壳的代 

数性质、尤其是凸壳顶点的性质进行了研究。 

2 凸壳定义的等价性 

凸壳定义，可有基于代数与基于几何的两种描述方式。 

2．1 凸壳定义的代数描述 

定义 1 设 s为 维空问中的有限集合，包含 个点且 

将 S中的元素记为 S 。若集合 D(S)一{y1， ，⋯， ) 

(S) ，且同时满足以下条件： 

(1)V ∈S，s可以由集合D(s)中元素的凸组合来表 

示，即 S一∑ ，∑ =1，1≥ ≥O其 中， ：1，2，⋯，五； 
1 = l 

(2)对D(S)中的任意一点y，均不能由s中剩余点的凸 

组合来表示。 

则称D(s)为凸壳 ∞ (s)的顶点集，D(s)中的点称为凸壳 
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∞ u(S)的顶点。 

2．2 凸壳定义的几何描述 

定义2 能将二维点集s中所有点都包围住的最小凸多 

边形，称为 s的凸壳，记为∞ (s)；而该最小凸多边形的顶 

点，称为凸壳 co (S)的顶点。 

引理 1 设 A为二维空间中的一个凸多边形，n为二维 

空间中的任意一点 ，且记凸多边形 A的顶点集为D(A)。则 

点 n包含在凸多边形A所围成的区域(包括边界)中的充要 

条件是：当且仅当点n，可以由D(A)中点的凸组合来表示。 

引理 1可证明如下 ： 

为了叙述简便，不妨记凸多边形 A所 围成的区域(包括 

边界)为 E。 

i．必要性：显然，对 E中的任意一点，均可以构造一个 由 

凸多边形 A的三个顶点所构成的三角形，此点包含在该三角 

形所围成的区域(包括边界)中。而根据凸组合定义与性质可 

知，该三角形所围成的区域(包括边界)中的任意一点均可由 

三角形三个顶点的凸组合来表示。故必要性成立。 

ii．充分性 ：显然，包含在区域 E中的所有的点构成一个 

凸集记为B，而点 a可以由D(A)中点的凸组合来表示，故由 

凸集的定义与性质可知，点 n属于 B。由此可推出点 a包含 

在凸多边形A所围成的区域(包括边界)中。 

故引理 1成立。 

定理 1 在二维情况下 ，定义 1与已有的二维凸壳顶点 

的传统定义，是等价的。 

可用反证法证明定理 1： 

设由定义 l确定的凸壳顶点集为 D(S)。能将点集 S包 

围住的最小凸多边形的顶点集为C，显然 C为 S的子集 。由 

引理 1可知，S中的任意一点均可以由C中点的凸组合来表 

示，又由定义 1以及 D(S)的唯一性可知 D(S)为 C的子集。 

假设 D(S)cC。因为 D(S)为 C的子集，所以D(S)中的 

所有点必能构成一个凸多边形，不妨记为 H。同时由于 S中 

的每一个点均可以由D(S)中点的凸组合来表示 ，因此由引 

理 1可知：S中所有的点均包含在凸多边形 H 中。这与 C为 

是能将点集 S包围住的最小凸多边形的顶点集相矛盾，所以 

假设 D(S)cC不成立，又因为 D(S) C，故 D(S)一C。这就 

说明了在二维情况下定义 2与定义 1等价。因此，定理 1成 

立 。 

由此可见，这表明：定义 1是传统二维凸壳顶点定义 2在 

高维空间中的推广。 

3 凸壳的代数性质 

由于凸壳及其顶点的代数描述与几何马上是的本质一致 

性，故应研究凸壳代数性质进行了研究。 

命题 1 凸壳 ∞ (S)的顶点集具有唯一性。 

证明： 

假设 D(S) 一(y{， ，⋯，y2 }，D(S)z一 { ，y；，⋯， 

)为凸壳 ∞加(S)的两个顶点集 ，且 D(S) ≠D(S)2。而 D 

(S) ≠D(s) 甘 j ∈D(S)，有 ∈D(s)z或 了 D 

(S)2，有 碥 硭D(S)1； 

不妨设 y{ D(S)2， 

由定义 l可知，可以由集合 D(S)z中点的凸组合表示 ，即 
2 2̂ 

yi一∑ ，其中，∑ 一1， ≥O 
f l 1 
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( 一 1，2，⋯ ，是2)。 

因为 D(S)。，所以 O <1( —l，2，⋯，乜) 

再由定义 1可知 ， ( ：1，2，⋯，愚z)均可 以由集合 D 

(S) 中点的凸组合表示，即 

1 】 

一  

，其中墨 一1， ≥0 

(J一1，2，⋯ ，愚1)( ：1，2，⋯ ，愚2)。 ． 

由以上各等式可得 
2 1 女】 2 

y}一善丸墨知 一墨 量A A (1) l l ， l ，=l l—l 
】 2 2 

显然 A =1且 A ≥o 
⋯ ⋯  ⋯  

( 一 1，2，⋯ ，是1) 

经过恒等变换可以将式(1)变换为 
，̂ 1̂ ，̂ 

(1一∑ 1)yj一∑ ∑ (2) 

因为 O≤九<1( 一1，2，⋯， 2)且 1≥ 1≥O( 一1，2，⋯， 

忌2)，所以 1一∑ l>0， 

2 

式(2)两边同时除以 1一∑ 可得 

1 2 

‘ 

】 2 

因为∑∑ 一1，所以 

1 】 

‘互 

1 

显然 — ～  ≥o( 一2，3，⋯，愚1)=> 可 以由 

1一∑ A 1 

点 ，y5，⋯，y2 的凸组合表示。 

这与 D(S) ={y{， ，⋯，y2 )是凸壳 ∞聊(S)的顶点集 

相矛盾。 

故假设不成立，即原命题成立。 

显然，由定义 1与凸壳顶点集的唯一性，可以得到如下命 

题： 

命题 2 s。为点集 S中的任意一点， 为凸壳 ∞ (S)的 

顶点当且仅当 不能由s中剩余点的凸组合表示。 

进而，由命题 1与命题 2，显然可得如下命题： 

命题3 设集合 满足如下条件：凸壳顶点集 D(s) 

V s， 为点集 V中的任意一点， 为凸壳 ∞ (s)的顶点 

当且仅当 不能由V中剩余点的凸组合表示。 

命题 3说明了在求凸壳顶点时，去掉一些非凸壳顶点的 

点(即：内点)，必定不会对确定凸壳顶点集造成任何影响。 

据此，已可考虑对凸组合条件的等价转化性。 

假设点 毗 ∈W 可以由点训 ∈ c ( 一1，2，⋯， 

)的凸组合来表示，即 

毗 一 】 q+A2毗 +⋯+丸 ，其中∑ 一1， 

≥O( 一1，2，⋯ ， ) 

设点 的坐标为(n1，， ̈ ⋯，n ) ( —O，1，2，⋯，尼)，则 

∈W 可以由点训 ∈w ( 一1，2，⋯，忌)的凸组合来 

表示，且等价于线性方程组 



nn a12 

口21 22 

： ： 

1 

．=L2 

： 

口 1 0 2 ⋯ 口 J L 』 Ln棚 

(I) 

存在满足如下两个条件的解 ：(1)解向量的各个分量均大 

于等于0；(2)解向量的各分量之和等于1。 

因此，要判断一个点能否可由其它点的凸组合来表示，可 

以等价转化为判断某一线性方程组有没有满足如上两个条件 

的解。 

命题 4 设 w 是R“的有限子集， ∈w ( ：O，1，2， 

⋯

，五)， 的坐标向量为(n"口 ⋯，口 ) ( —O，1，2，⋯，五) 

能由点 ∈ c ( 一1，2，⋯，五)的凸组合来表示， 

当且仅当齐次线性方程组 

口 11 口1Z 

口21 22 

口 1 口 2 

1 

2 

： 
● 

0 

存在满足如下两个条件的解： 

(1) i≥0( =1，2，⋯ ，是)， o<：O； 

(2)∑ 一一 。 

证明：先证其充分性。 

假设存在满足如下两个条件的解： 

(1) ≥O(i一1，2，⋯，是)， o<：O； 

(2)∑ =一 。，则有 ： 

l 

—

A0 

口l1 

n 2l 

： 

l ^ 2 

一 ^O 

+⋯+ 
一 ^O 

口nl J Ln 2 L口琅 

口1O 

口2O 

： 
● 

口 神 

因为 ≥O( ：1，2，⋯ ，五)， <O，所以 

}≥O， =1，2，⋯，尼。 

又由壹九一一 ，可得壹 IL=1。 又由 九一一 ，可得蚤兰 1。 
l—  z= l ^ 0 

所以 能由点 Ⅵ ∈Wc ( 一1，2，⋯，愚)的凸组合来 

表示。 

再证其必要性。 

假设 能由点 ∈w ( 一1，2，⋯，五)的凸组合来 

表示 ，则有 

a11 

21 

： 

口n1 

+ 2 +⋯+k 

n1 

口2 

： 
● 

口 

其中∑ 一1，Ai≥0( =1，2，⋯，矗) 
l一 1 

将( 口肋 ⋯ 口 ) 移到等式右边，可得： 

口 I1 

口2l 

： 
● 

口nl 

+ 2 +⋯十 + (一1) 

由 ∑ = 1， ≥ 0( 一 1，2，⋯，愚)，可 知 解 向量 
皇 1 

( 1 2 ⋯ 一1) 满足条件： 

(1) ≥O( 一1，2，⋯ ， )， o=一 1< O； 

(2)∑ 一一J=【o一一(一1)一1。 

综上可知命题(4)成立。 

对条件(1)和条件(2)可以进一步转化： 

设 Sc 为，2维空间中的有限集 ，包含 m个点。盅∈S， 

s ( 一1，2，⋯，m)的坐标为(口1iIa ⋯，a ) 。 

构造如下齐次线性方程组 

⋯ 口1 

⋯ 02 

： ： 

⋯ 口 

(Ⅱ) 

将齐次线性方程组(Ⅱ)的系数矩阵进行行初等变化。在 

此假设系数矩阵的秩为 r，且不妨假设 ⋯， 线性无关 

(若 ⋯， 线性相关，可以通过列的移位初等变化将 r 

个线性无关的列向量移到前 r个列向量处)。则方程组(Ⅱ) 

可转化为如下的同解方程组 

1 

2 

： 
● 

， 

．；L，+1 

： 
● 

(Ⅲ) 

令(J：L +l +2 ⋯ 一1 +』 ，+j+1 ⋯ m) 一 

(O O ⋯ O 1 O ⋯ O) ( 一1，2，⋯，m—r)分别代入 

方程组(Ⅲ)中，可以得到方程组(Ⅲ)的 —r个解。 

显然这 m—r个解为方程组 (Ⅱ)的一个基础解系。记为 

岛= ⋯ 0 ⋯ ! O ⋯ O)( 一1，2，⋯， 
V 

前r+J个分量 

m——r) 

因为 ⋯， 线性无关，由代数学中向量线性无关的 

定义及凸壳顶点定义 1，可知点 s ，sz，⋯，s 是凸壳的顶点。 

因此，下面只需对剩下的m一，一个点进行判断即可。 

下面利用命题 3、命题 4的结论来判断 是否为凸壳的 

顶点，由命题3、命题4的结论可知要判断 s 是(否)为凸壳 

的顶点，只需判断如下不等式组无(有)解。 

6l1．zl+612．z2+⋯+61m一 ． ⋯ ≥0 

： 

6r1z1+ z2+⋯+6 一，z 一，≥O 

1≥O 

： 

魏一1≥O 

魏 < O 

+1≥O 

J J 一，≥O 
I， ， 』
(∑ 1+1)z1+(∑ 2+1) 2+⋯ 

l 1 一 1 

I r 

l (∑ 一 +1) 一 一O 

由凸组合中对系数的两个限定条件，显然可得到以下命 

题： 

构造集合 s ={5 ∈sI V s∈s／s ，5的第愚1，忌2，⋯，岛(6 

<，z)个坐标分量小于 s 的相应坐标分量)。 

命题5 V s ∈s ，s 为凸壳顶点当且仅当5 不能由S 中 
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剩余点的凸组合来表示。 

构造集合 一{ ∈s I V ∈S／ ， 的第 是 ，是z，⋯， 

(6< )个坐标分量之和小于 相应坐标分量之和} 

命题6 V ∈ ， 为凸壳顶点当且仅当s 不能由s 中 

剩余点的凸组合来表示。 

(注 ：当将“小于”改成“大于”可以得到类似结论。) 

高维凸壳与其低维子凸壳的关系 

分别对 S中每一个点的坐标向量取第 ，忌z，⋯， (6< 

)位置上的坐标分量构成一个新的 6维向量，设集合 F为以 

上6维向量在6维空间中的对应点所组成的集合。设凸壳 

c07z口(F)的顶点集为 D(F)，且设 ∈D(F)。构造集合 一 

{ ∈sl 的第是 ， ，⋯，‰(6< )位置上的坐标分量与点e 

相应位置上的坐标分量相等。 

命题 7 V ∈ ， 为凸壳顶点当且仅当 s 不能由S 

中剩余点的凸组合来表示。 

在二维情况下我们常用如下凸壳顶点的定义 2：能够将点 

集 S中所有点都包围住的最小凸多边形的顶点称为凸壳 ∞彻 

(s)的顶点。下面证明在二维情况下定义 2与定义 1等价。 

首先证明如下命题： 

命题 8 设 A为二维空间中的一个凸多边形 ，n为二维 

空间中的任意一点，且记凸多边形 A的顶点集为 D(A)。则 

点 n包含在凸多边形A所周成的区域(包括边界)中当且仅 

当点 n可以由D(A)中点的凸组合来表示。 

证明： 

不妨记凸多边形A所围成的区域(包括边界)为 E。 

先证必要性。显然对 E中的任意一点 ，均可以构造一个 

由凸多边形 A的三个顶点所构成的三角形，此点包含在该三 

角形所围成的区域 (包括边界)中。而三角形所 围成 的区域 

(包括边界)中的任意一点均可以由三角形三个顶点的凸组合 

来表示。故必要性成立。 

再证充分性。显然包含在区域 E中的所有 的点构成一 

个凸集记为B，而点n可以由D(A)中点的凸组合来表示，故 

由凸集的定义可知点 口属于B。由此可推出点 n包含在凸多 

边形A所围成的区域(包括边界)中。 

故命题 8成立。 

证明： 

设由定义1确定的凸壳顶点集为D(s)。能将点集 S包 

围住的最小凸多边形的顶点集为 C，显然 C为 S的子集。由 

命题 8可知，s中的任意一点均可以由C中点的凸组合来表 

示，又由定义 1以及 D(S)的唯一性可知 D(S)为 C的子集。 

假设 D(S)(==C。 

因为 D(S)为 C的子集 ，所以D(S)中的所有点必能构成 
一 个凸多边形 ，不妨记为 H。同时由于 S中的每一个点均可 

以由D(S)中点的凸组合来表示，因此由命题 8可知：S中所 

有的点均包含在凸多边形 H 中。这与 C为能将点集 S包围 

住的最小凸多边形的顶点集相矛盾，所以假设 D(S)cc不成 

立，又因为 D(S) C，故 D(S)一C。这就说明了在二维情况 

下定义 2与定义 1等价。 

结束语 迄今为止，已有的二维凸壳算法基本上都是根 

据二维空间中凸多边形的一些特殊几何性质构造而来。但高 

维空间中的几何结构远比二维空间复杂，这就造成了解决二 

维凸壳问题的传统算法思想在解决高维凸壳问题时常有较高 

难度。鉴此，本文从代数学新视角来研究凸壳问题，并对凸壳 

顶点的一些代数性质作了研究，试图为探索从代数视度来设计 

和创新高维几何空间凸壳算法提供若干研究思路与方法支撑。 
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可靠性较差，甚至 出现不通 信状态。移 动机器人在低 于 

8Okm／h的速度内运行，对数据通信的可靠性没有影响。 

从测试结果可以看出：系统各模块之间的接 口、协议设计 

合理，控制指令及数据能够快速准确地响应和传输 ，机器人可 

以快速完成遥控、人工、自主 3种驾驶状态的切换。在车速低 

于 8Okm／h、通信距离小于 5km的范围内，遥操作系统可以在 

移动过程中很好地实现野外具有轻度起伏的地形区域内对移 

动机器人的灵活操控。 

结束语 本文介绍了一种新型基于无线通信的室外移动 

机器人遥操作系统。该系统提供了良好的人机交互界面和操 

作控制平台，具有一定的临场感知能力 。此外还设计了定向 

天线控制系统，增强了移动过程中图像无线通信的效果；指挥 

站可灵活移动，利用电子地图和 GPS信息寻找并接近移动机 

器人以缩短通信距离，不但显著增强了操控效果，而且提高了 

系统整体的指控灵活性和野外生存能力，扩展了其在公共安 

防、社区巡逻、军事侦察等特殊领域的应用范围。 

今后的工作将集中在移动指挥站对多台机器人的遥控方 

面。需要进一步研究和解决的关键技术包括改进无线通信的 
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性能、增强视觉导航以提高移动机器人自主驾驶能力、基于 

GPS的电子地图绘制与匹配以及基于电子地图的引导式遥 

控技术等。 
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