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摘 要 提 出了Petri网替换运算的不变量保持条件，根据这些条件 ，可以由轮廓模型 N和子 系统模型 N 的 不变 

量( 不变量)得到加细模型 N 的 不变量( 不变量)，充分利用已知的轮廓模型 N和子系统模型 N 的 T_不变量 

( 不变量)，避免从头处理加细模型 N ，以达到节省计算开支的 目的。 
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(Col1ege of Information，Shand0ng Univers|ty of Science and Techr10logy，Qingdao 26651O，China) 

Abstract The invariant conservation condjtion for the replacement operation of Petri nets was pmp0sed．0ne can obtajn 

the T—invariant(0r invariant)of the refined nlOdel N using the invariant(0r invariant)of the original m0del N 

and sub_system rnodel N1．Thus the infom ation ab0ut the T—invariant(0r invariant)already knOwn is fully used，and 

a great deal of cOmputation cost is saved． 
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1 引言 

Petri网的替换运算有不同的定义，如文献[5，6]，本文所 

讨论的 Petri网替换运算是在文献[1]中定义的，其基本思想 

发源于文献[1O]。Petri网的替换运算是指用一个子网替换 

一 个网(或网系统)中的一个基本元素，运算结果产生一个新 

的网(或网系统)。替换运算可以分为两种：对库所的替换或 

对变迁的替换。对库所的替换必须用库所型子 网，对变迁的 

替换必须用变迁型子网。替换运算主要应用于系统建模。对 

于一个复杂的系统，如果我们要建立它的网模型，第一步往往 

只构建系统的轮廓模型。在系统的轮廓模型中，有的子系统 

可能只用一个基本元素表示。为了对系统进行更详细的描 

述 ，对那些子系统又可以构建子网系统的模型。用这些子网 

系统模型替换轮廓模型中的基本元素，就得到整个被描述系 

统的详细模型。 

这种用子系统模型替换轮廓模型中的一个基本元素的操 

作称为加细。从系统的轮廓模型通过一步步加细得出系统的 

详细模型的过程称为逐步求精。加细操作与逐步求精的建模 

思想，同面向对象的思想方法是吻合的。从 Petri网理论的角 

度来看，这种建模方法的基本要素就是 Petri网的替换运算。 

为了使通过加细操作和逐步求精的建模方法构建的系统模型 

能够准确地反映系统的性能，还要对 Petri网替换运算对网 

(或网系统)基本性质的保持性开展研究，文献[1]指出，这方 

面的研究工作基本还没有。T_不变量和 不变量是对 Petri 

网进行结构性质分析的重要工具口 ，但对于 T_不变量或 s 

不变量的求取至今未找到有效的算法，求取 Pet 网、特别是 

大规模系统 Petri网模型的不变量，常常要耗费大量的计算时 

间和存储空间_7 ]。本文就是研究在一定条件下，如何由轮廓 

模型 N和子系统模型 N 的T_不变量( 不变量)得到加细模 

型 N 的 T．不变量( 不变量)。本文标题中的“保持”同文献 

[5]中“保持”的含义类似，都不是指保持所有的不变量，或是 

指每一个不变量都保持原样不动，我们关心的只是不变量的 

存在或不存在。如果存在则如何求取，而不是它们的数目或 

全部确切内容。 

2 基本概念和有关结论 

定义 1[ ] Petri网是一个 四元组∑一(S，T；F，M0)，其 

中 S称为库所集，T称为变迁集，两者不相交，F (S×T)U 

(T×S)称为网的流关系，M：S一 {O，1，2，⋯}是∑的一个标 

识 ，对 z∈SU丁记： 
’

z={-)，∈SU丁J( ， )∈F} 

-z‘一{ ∈SUTl(z， )∈F} 

Petri网具有如下变迁发生规则： 

1)对于变迁 ￡∈T，若 

V s∈S：5∈ ￡一M(5)≥l，则称标识M 下变迁 可引发， 

记作M [妇>。 

2)若M [￡> ，则对V s∈s， 

fM(s)一1 当 5∈。f～ 。 

M (s)一．{M(s)+1 当 s∈ 。～ ￡ 

【M(s) 其它 
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Petri网的网结构可用关联矩阵来表示，矩阵的每行对应 

一 个库所，每列对应一个变迁 ，若变迁的发生使得库所的标记 

增加或减少一个，则关联矩阵中对应元素的值为 1或一1，否 

则为 O。为了表述方便，在本文中，网的关联矩阵的行对应于 

库所，列对应于变迁，这同文献[1]中的约定正好相反，用这种 

方法定义的关联矩阵，有关文献一般都用C表示而不用A，不 

失一般性，在本文 中，我们依然用 A来表示 网的关联矩阵。 

在这种定义下，对网的关联矩阵进行行对换对应将库所编号 

对换，列对换对应将变迁编号对换，两种操作对 Petri网结构 

性质和动态性质都没有影响。另外，为了表述方便，在本文中 

我们作出以下3个约定： 

1)一般地，设P为一个集合，则非负整数『P『表示集合 P 

中元素的个数。例如对于定义 1而言，IS J表示 Pet“网 ∑的 

库所数。 

2)一般地 ，设 墨 为分量个数为 ，z 的列向量，( =1，2⋯， 
6 

)，则(X ，x2，⋯， ) 表示含有∑豫个分量的列向量。 

3)零向量依然用“O”表示 ，在不同的地方根据上下文不难 

看出它的分量个数。 

Petri网 T_不变量和 S不变量的有关定义在 Petri网的 

经典文献[3]中已有表述，T．不变量定义为方程Ax—O的任 

意其分量为整数的解 x，文献[3]中随后定义的极小 T_不变 

量和极小支集上的极小一不变量都是针对非负的 T_不变量， 

即方程AX—O的非负整数解。在 Petri网国内的经典专著文 

献[4]中，T_不变量的定义同文献[3]，极小 T_不变量(文献 

[4]中称为最小 T_不变量)的定义也是针对非负的 不变量。 

因此本文沿用国内另一经典专著文献[1]中的定义，将非平凡 

非负 T-不变量称为 T_不变量； 不变量情况相同。 

定义 2[ ] 设 N一(S，T；F)为一个网，A为网 N 的关联 

矩阵，如果非平凡的非负整数向量 X满足AX—O，则称 X为 

N的一个 T_不变量，称 X Il一 ∈TIx( )>O}为 不变 

量 X的支集(support)，或记为 5“ 户(X)。其中非平凡的非负 

整数向量是指这个向量的分量不全为O且每一个分量都是非 

负整数。 

定义 3[ ] 设 N一(S，T；F)为一个 网，S1 S，T1 了、， 

Nl：(S1，Tl；F1)是 N的由S 和 Tl所确定的子网，即 

Fl一((S1×T1)U(丁1×S1))nF 

则： 

1)子网N 的外延定义为 

。N-UN 一{ ∈(S—S )U(丁一丁1)l了 ∈S U T： 

∈。 U ’) 

2)若 ‘N1 U』＼， T一丁】，则称 N1为 N 的一个库所型子 

网 ； 

3)若 ‘N1 UN S—S ，则称 N 为 N 的一个变迁型子 

网 。 

定义 4 设 N=(S，T；F)和 M 一(S1，丁l；F1)为两个 

网， ∈S， ∈T。用网 替换网N中的库所 s 是指产生一 

个新网 ，使得 N1是 N，的一个库所型子网，而且 在 N 

中的地位相当于s 在网 N 中的地位。N 的形式描述为： 

N 一((S一{s1})US1，丁U T1； ) 

F，一(F—F(s1))U F1 U (N，N ) 

其中 

F( )一Fn({ 1}×TUT×{s })， 

F，(N，N1) {( ，￡)，(￡， )f ∈S1， ∈T} 

满足条件 

a)I F，(N，N1)f— IF(5 )l 

b)V ∈丁：( ∈ ’s1∞ j s∈S1：f∈‘s)̂ (￡∈s 了 ∈ 

S1：￡∈ ‘) 

类似地可以定义对变迁的替换 ，在此不再赘述 ，详细请参 

见文献[1]。 

3 Petrj网替换运算的不变量保持条件 

如上节所述，替换运算可以分为两种：对库所的替换或对 

变迁的替换，对库所的替换必须用库所型子网，对变迁的替换 

必须用变迁型子网。由于对于一个网来说，其逆对偶网的 T_ 

不变量恰好是这个网的 不变量 ；对这个网施行库所替换操 

作恰好对应于对其逆对偶网施行相应的变迁替换操作，所以 

我们仅考虑对库所替换的情形，对变迁替换的情形可以类似 

地推出。 

设网 N (S，T；F)是轮廓模型，其关联矩阵为 A，库所型 

子网 N 一(S ，丁1；F·)是子 系统模 型，其关联矩 阵为 A1， 

N 一(S ， ；F，)是加细模型，其关联矩阵为 A ，被子网 N1 

替换的库所设为 由于是将一个库所替换为一个库所型子 

网，这时Nl的外延都是变迁，因此可以将N中的变迁划分为 

UlT和AT，即 T—ATUUlT，UTnAT— ，其中AT=’N1 U 

N ，叮 一T—AT；将 N中的库所划分成 us和{ )，即s— 

US U{ )，其中U_5一S— )。这样划分实际上是分别把 N 

的变迁与库所分成受替换运算影响的部分和不受替换运算影 

响的部分。在这种划分的基础上，通过行对换和列对换将 N 

的关联矩阵化成如下形式： 

UlT AT 

A= (Ⅱo ) ㈩ 
引理 1 Ⅱ。是行数为 1，列数为IAT』，元素在{1，一1} 

中的矩阵。 

将 ～中的库所 替换为库所型子网 N ，得到网 N，， 

的关联矩阵A 形式如下： 

UT AT Tl 

A，：USfⅡ Ⅱz o 1 
S1＼O I 2 I 1， 

其中子矩阵 工 是 N1的关联矩阵，I 一A ，子矩阵 I z反映 

了 同变迁子集AT的连接关系，即 (N，~1)。 

引理 2 子矩阵 I2的每一列有且仅有一个 1或一l。 

定义 5 若 X是网N一(S，T；F)的一个 T_不变量，丁】 

T是一个变迁子集 ，则 l l维列向量 XI 称为 X在 T 上的 

投影，其中对于 V ∈丁l，有 XI T1( )一 ( )。 

在本文以下的讨论中，前提条件都是对轮廓模型N的库 

所 ，用子系统模型N 施行库所替换运算得到加细模型N ， 

并且 N 的关联矩阵已经是式(1)的形式，有关 N，N-和 N 的 

说明在本节开头部分。 

定理 1 非平凡非负整数 向量 x0，X 维数分别为 

I Jrl和l T1 I，若 s“pp(x0) T，s“户户(x0)nAT— ，s“ 

(X1) ，则x 一(A0)是加细模型N 的一个T_不变量，当 
且仅当xo是轮廓模型N的一个 T_不变量且x1是子系统模 
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型 N 的一个 T_不变量。 

证明(必要性)：已知x 一( )是加细模型N 的一个 
T_不变量 ，则 

UT AT f XO ] 
一  (Ⅱ0 ≥J S1＼O I 2 I 1／l X1 J 
一 ( )一。 ＼I 2 xoA+I 1蜀／ 

其中 一x0} ， 一一 J— ，则 

Ⅱ1 + Ⅱ2 x0A—O 

I 2XoA+ I lX1—0 

由s p(Xo)nAT—D知 A—O，故 

Ⅱ1X 一O，I1X1—0 

而 

UT AT 

A 一U5(Ⅱ0 )( )一( ) 
一 ( ) 

所以A —O， 是轮廓模型 』＼，的 T_不变量；由于 A X — 

I X 一O，所以 X1是子系统模型 N 的 T_不变量。 

(充分性)类似可证。 口 

推论 1 l丁l维非平凡非负整数向量xo，s“p (Xo) 

T，s“pp(x0)nA丁一 ，若 X0是轮廓模型 N的一个 T_不变 

量，则(I sI一1十I s 1)维列向量x ：(x0)是加细模型N 
的一个 T_不变量。 

推论2 1 rf1 I维非平凡非负整数向量 x，，若 x 是子系 

统模型N 的一个 不变量，则(1 sf一1+f s f)维列向量 

x 一( )是加细模型N 的一个T_不变量。 
定义 6 库所型子 网 N 一(s ，丁1；F )加上它的外延 

‘N UN 所构成的网 一(s ，亍1；F )称为N 的外延网， 

其中亍 一rf1 U(‘N U N )一丁l U AT，F =F U (N， 

)。 

根据定义 6知 N 的外延网 的关联矩阵为 

AT T】 

一 S (I I )。 

定理2 非平凡非负整数向量 ， 维数分别为I TI和 

I亍l f，若 “p夕(X0) T，s“户p( 1) 亍1，记 
一  }U丁， A—x0 fAT， ： f T ， A一 }盯 

且 ． 一X ≠O，那么若 Xo是 N的一个 T_不变量且 是 

f ] 
的一个T_不变量，则x ：1 n I是N 的一个T_不变量。 

【x1T1 J 

证明：已知 Xo是 N的一个 T_不变量，则 

UT A丁 

。一AXo= ( )( )一( ) 
(2) 
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已知X 是N1的一个 T_不变量，则 

AT ／X A、 
o一 ：s (I I ) x ／ 

一 工2 X1A+ I 1Xl — I 2 X0A+ I 1 (3) 

下面考查 A X ，有 

AT 丁】 f Xou 1 

一  (Ⅱ0 ) S1＼O I 2 I 1／I x11’ I 
／Ⅱ1 Xnu+ Ⅱ2 X0A、 

一

【I X0A+I x 。 
故 是N 的一个 T_不变量。 口 

对于 不变量来说 ，有如下 3个定理 ： 

定理3 l s l维非平凡非负整数行向量y，若s“ p(y) 

S，s 5“ 户(y)，贝0 

y一(y(1)，y(2)，⋯，y(1 sl一1)，Y(1 sI)) 

一(Y(1)，Y(2)，⋯，Y(f sf一1)，o) 

是 N的一个 不变量 ，当且仅当y，一(y0，O)是 N 的一个 

不变量，其中 一(y(1)，y(2)，⋯，y(I s1—1))，O是一个 

l s l维列向量。 

证明(必要性)：由于 s s“户户(y)，所以由 N的关联矩阵 

A的形式(1)知y(I sI)一o，y一( ，O)。已知y是N的一 

个 不变量，所以 

UT AT 

。一 (Ⅱ0 c 舢z， 
因此 

叮 AT 

y c ( c 圳z 

y 一(yo，O)是 N 的一个 不变量。 

(充分性)类似可证。 口 

定理4 J s I维非平凡非负整数行向量y，若s 户(y) 

s，s ∈s p (y)，I sl l维0，1行向量 满足s“夕p( ) s 

且 I z(I z是 N 关联矩阵A 的子矩阵)的由 s“ 户( )生成 

的矩阵中一1和1的数目一共恰有f AT1个，记 

y一(y(1)，y(2)，⋯，y(fSl一1)，y(s))=(yo，y( )) 

则 y是 N的一个 不变量，且 是N 的一个 不变量，当 

且仅当y 一(y0，y( ) )是 N 的一个 不变量。 

证明(必要性)：已知 y是 N 的一个 S-不变量，且 y 是 

N 的一个 不变量 ，则一方面： 

【，『 A丁 

⋯  ⋯ ⋯ 、 、
Ul5／Ⅱl Ⅱ2、 

。=yA y。’ r) 
， s ＼ U ll 3 

一 (y0Ⅱl，y0Ⅱ2+y(s )Ⅱ3) 

所以 

Ⅱl—O，y0Ⅱ2十y( )Ⅱ3=O (4) 

另一方面： 

0一y A1一y I1 (5) 

下面考查 y A 



 

U ‘ A1‘ 

(Ⅱo ) 
一 (y0Ⅱ1，y0Ⅱ2+y( ) I2，y( ) j1) 

由引理 1、引理 2知Ⅱ。是元素为 1，一1的行向量，I z的 

每一列有且仅有一个 1或一1，结合 满足的条件知 Iz= 

Ⅱ。，结合式(4)、式(5)知 y，A ：O，故 y，一(yo，y(s，) )是 

的一个 不变量。 

(充分性)类似可证。 口 

定理5 I s I维非平凡非负整数行向量 y1，满足 s“ 户 

(y1) S 且 y I。：O，则 y 是 N 的一个 不变量 ，当且仅 

当(J s J一1+I s I)维行向量 y 一(0，y )是 N 的一个 不 

变量。 

证明(必要性)：已知 y1是 N1的一个 不变量，则 0= 

y1A 一y1 I 1，所以结合 y】I z一0知 

UT AT Tl 

一co ( ) 川z川 ， 
一 O 

y，一(O，y1)是 的一个 S．不变量。 

(充分性)类似可证。 口 

3 举例 

本例中的网均取自文献[1]，如图1一图4所示，轮廓模 

型为 N一(S，T；F)，被替换的库所设为 其 中 S=US U 

{s，}，US一{ ，s2， ，s4)， 一s5，丁一ATU UT，UT一{￡l，￡2， 

如)，AT一{￡ ，￡s)；子系统模型为N 一(s1，Tl；F1)，其中s1= 

{s11， 2，513，sl4， 15)，Tl一{￡ ￡12，￡13，￡14}；外延 网为～1一 

(sl，亍l； 1)，其中亍1=n UAT={ 11，￡12，￡13，￡l4， ，￡5)；加细 

模型为 N 一(S ， ； )，其中 S 一USUS1一{s1，s2，s3， ， 

ll ， 12 ， 13 ， l4 ， 15)， —ATU叮 U Tl一{￡l，如，￡3， ， 5，￡u， 

12，￡l3，￡l4}。 

1)由于 x0一(1，1，1，1，1) 是 N 的一个 T_不变量，X 一 

(1，O，1，O，1，1) 是 的一个 T_不变量 ，x0A—X0 IAr一(1， 

1) ，X1A一 1 ĵT一(1，1) r，X —X1A≠O，所以根据定理 2知 

X 一(1，1，1，1，1，1，0，1，O)了’ 

是 N 的一个 ]r_不变量。 

2)由于 y=(1，1，1，1，1) 是 N 的一个 不变量 ，0，1行 

向量 一(1，1，O，1，1) 是N 的一个 不变量，s“夕夕( )一 

{s s z帆 ，s }，满足定理 4的条件 ，所以根据定理 4的必要 

性知 y，一(1，1，1，1，1，1，0，1，1) 是 N 的一个 不变量。 

图 1 网 N 

2 

砖 

图 2 网 N1 

图 3 网 1 图 4 网 N 

结束语 本文提出了 Petri网替换运算的不变量保持条 

件，根据这些条件，我们可以由轮廓模型 N和子系统模型N 

的 T_不变量( 不变量)得到加细模型 N 的 T_不变量( 不 

变量)。T_不变量和 不变量是对 Petri网进行结构性质分 

析的重要工具，但对于 T_不变量或一不变量的求取至今未找 

到有效的算法，求取Petri网、特别是大规模系统Petri网模型 

的不变量，常常要耗费大量的计算时间和存储空间。采用本 

文的方法就可以充分利用已知的轮廓模型N和子系统模型 

N。的 T-不变量( 不变量)，避免从头处理加细模型 N ，以达 

到节省计算开支的目的。 
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