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摘 要 在形式概念分析 中的概念之间引进 了包含度理论，利用包含度理论描述了概念之间的量化关系，对概念格中 

概念之间的亚概念和超概念进行了刻画。同时，采用包含度在概念格中进行关联规则的提取，给出了由包含度进行无 

冗余关联规则的提取算法，并由实例验证了该算法是有效的。 
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AbstI·act Inclusion degree theory was intr0duced into the concepts of forrnal cor1cept arlalysis．In this theory，quantita— 

tive re1ati0n am0ng concepts was described and the sub_concept and super—concept in concept lattice was depicted． 

Meanwhik，by using inclusion degree association ru1es were extracted from the concept 1attice，and an algorithm of e)【I 

tracting no redundant association rules was presented．Fina1ly，an example was given t0 show that the algorithm is} 

ffective． 

Keyw0rds Concept lattice，Inclusion degree，Association ru1es 

1 引言 

形式概念分析[ ](Fo咖 al Concept Analysis)是德国学者 

wi11e于 1982年作为一种数学理论首先提出的，现已被广泛 

研究 ]，并应用到机器学习 ]、软件工程 。 和信息获取[ 等 

领域 ，是一种强有力的数据分析工具 。 

包 含度是 一种 描述不 确定性关 系 的有效 的度量方 

法[ ．1 ，是对已有的不确定性推理方法(如概率推理方法、证 

据推理方法、模糊推理方法以及信息推理方法等)的概括，因 

而为不确定性推理提供了一个一般性原理。同时，它还便于 

进行信息的合成、传播和修正。特别地，在各种关系数据库中 

有着直接的应用。此外 ，包含度理论的研究也为有序结构的 

数学理论提供一种定量分析方法，在人工智能、专家系统和模 

糊集理论等领域Ll 有着重要的应用。 

关联规则[ ](Association Ru1es)是由R Agrawal等人提 

出的，是当前数据采掘研究的主要模式之一，侧重于确定数据 

中不同领域之间的联系，找出满足给定支持度和可信度阈值 

的多个域之间的依赖关系。 

文献[14]把包含度的概念引入到粗糙数据分析中，得到 

了一些较好的结果。文献[16]把包含度的概念引入到形式概 

念分析中，在形式背景 K一(G，M，D的对象集 G、属性集 M 

和GUM上分别定义了包含度，并利用包含度理论对形式概 

念分析中的内涵和外延以及蕴涵规则进行了表示，为从定量 

分析角度研究形式概念分析提供了依据。本文在概念格的概 

念之间引入了包含度，利用包含度理论描述了概念之间的量 

化关系，刻画了概念格中概念之问的亚概念和超概念之间的 

关系，这将有利于对概念进行进一步的量化研究。同时，研究 

了包含度和可信度之间的联系，并利用包含度在概念格中进 

行关联规则的提取，给出了由包含度进行无冗余关联规则的 

提取算法，并由实例验证了该算法是有效的。 

2 基本概念 

2．1 形式概念分析 

在形式概念分析中，数据是用形式背景来表示的，下面我 

们给出它的形式化定义[1]。 

定义 1 一个形式背景 K是一个三元组 ：K一(G，M，I)， 

其中G为所有对象的集合，M为所有属性的集合，J G×M 

为G和M 中元素之间的关系集合。对于 g∈G，m∈M，(g， 

m)∈I表示“对象 g具有属性m”。 

定义 2 设 K一(G，M，D为一形式背景。对于集合 A 

G，记 

A 一(m∈Mf(g，m)∈j，Vg∈A} 

相应地，对于集合 B M，记： 

B 一{g∈Gl(g，m)∈J，Vm∈B} 
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为方便起见，我们用 g 表示{g) ，用 m 表示{ - 。 

定义 3 设 K一(G，M，D为一形式背景，A G，B M， 

称 C一(A，B)为 K的一个概念，如果 A 一B且 B 一A。此时 

称A为c的外延，B为c的内涵。我们用 L(K)记K的所有 

概念组成的集合。 

定义 4 设 K一(G，M，J)为一形式背景，C1一(A ，B )， 

C2一(A2，B2)是 K 的两个概念，规定 C ≤C2甘A Az(∞ 

Bl B2)。此时，C2称为 C1的超概念(supePconcept)，C1称为 

C2的亚概念(sub-concept)。 

2．2 包含度 

定义5_10] 设(L，≤)为一偏序集。若对于任意的 ， ∈ 

L，有数 D( )与之对应，且满足 

(1)O≤D( ／ )≤1； 

(2)若 z≤ ，D( ／ )一1； 

(3)若 z≤ ≤z，D( ／ )≤D(z／ )； 

(4)若 ≤ ，对任意的 z∈L有 D(z／ )≤D(y )，则 D 

称为偏序集(L，≤)上的包含度。 

事实上 ，包含度是对偏序关系的一种度量。上述定义中， 

(1)是对包含度的规范化；(2)表示包含度与经典包含的协调 

性，经典包含仅是包含度为 1的特殊情况；(3)与(4)是包含度 

的单调性。 

2．3 关联规则 

关联规则_】 ]指的是一个形如A B的表达式，其中A和 

B是属性的集合，其直观含义是：形式背景中具有属性集 A 

中的属性的对象也可能具有属性集B 中的属性。 

对于概念格 中的亚概念一超概念节点对 (C1，C2)，假设 

C 一(A，B-UB)，C =(A2 UA，B)，并且 AnA2一 D，Bn 

B 一D，可以得到关联规则 B B ，其支持度是 

supp(B )一 一 

可信度是 

c B1)一 A上一 
在实际应用中，人们更多的是关心支持度和可信度足够 

大的规则 。因此，可以设置一个支持度的阈值 和一个可信 

度的阈值 ，这样人们可以只关心支持度大于 的节点和可 

信度大于 的节点对。本文只讨论可信度不为 1的关联规 

则，即满足给定的支持度阈值和可信度阈值的关联规则。 

定理 1_1 ] 对于符合阈值条件的节点序列 C >C。> ， 

C 和 C2上提取的规则及 C2和 上提取的规则都是可以由 

C1和 上提取的规则推导出来的。 

3 概念上的包含度 

定义6 设K一(G，M，J)为一形式背景，L(K)为该形式 

背景上的所有概念的集合，C1一(A ，B )， 一(Az，Bz)为形 

式背景上的两个概念 ，定义 K上概念集合L(K)的包含度为 

：L(K)×L(K)一[O，1]为 

( ／C1)一 

定理2 设K一(G，M，D为一形式背景，L(K)为该形式 

背景上的所有概念的集合，则C“为概念集合L(K)上的包含 

度。 

证明：设 

C1一(A1，B1)， 一(A2， )， 一(A。，B3)∈L(K) 

(1)由于A2 nA Al，所以lA2 n A1 I≤lA l，从而 O≤ 

C (C2／C1)≤ 1。 

(2)若 Cl≤C2，则有 A A2，即AznA 一A1，所以有 

(C2／C1)一 一 一 

(3)若 C ≤C2≤C3，则有 A A2 A3，所以有 

IA nA。l—IA I—IA nA l和lA l≤ IA。I 

从而有 

c C1／C3)一 一 ≤ 

一  一  (c ／C2) lA
2 l 。“ 。 。 

(4)若 C1≤C2，V ∈L(K)，则有 A1 A2 A1 nA3 

Az nAs=>lA nAs J≤ lA2 nA3 I从而 

(C1 一 ≤ 一 (c2 

从而 为概念集合L(K)上的包含度。证毕。 

下面我们将利用概念之间的包含度来讨论概念格上的亚 

概念和超概念之间的关系。 

引理 1 设 K一(G，M，D为一形式背景 ，Cl一(A ，B )， 

C2一(Az，B )为形式背景上的两个概念，则 C“(C2／c1)=0甘 

A nA 一D。 

证明：显然 ， 

c (c ／C1)一 一。铮 lA nA l=o乍 nA。 

一 0 

证毕。 

引理 2 设 K一(G，M，D为一形式背景，C1一(A1，B )， 

C2一(A2，Bz)为形式背景上的两个概念，则 (C2／C )=1错 

A1 A2。 

证明：显然， 

c (c ／c )一 一1甘 1Az nA 1={A f甘 

A2 nA1一A1骨Al A 

证毕 。 

定理 3 设 K一(G，M，I)为一形式背景，C1一(A ，B1)， 

C2一(Az，Bz)为形式背景上的两个概念 ，若 C“(C2／C1)=O， 

则对 C1的任意亚概念 G 一(A。， )，有 C (C2／ )一0。 

证明：若 C“(C2／C1)一O，由引理 1知 A1 nAz—D，又因 

为 C3是 C1的亚概念，所以有 ≤C1。因此有 A。 A ，从而 

A1 nA2一 = A3 nA2一  々fA3 nA2 I—O 

目9有 (C2 一 _oa 

证毕。 

定理 4 设 K一(G，M，D为一形式背景，Cl一(A1，B1)， 

C2一(Az，B2)为形式背景上的两个概念，若 C (C2／C1)一0， 

则对 C2的任意亚概念 一(A。，Bs)，有 ( ／C1)一O。 

证明：若 (C2／C1)一O，由引理 1知A nA。一 ，又因 

为 C3是 C2的亚概念 ，所以有 ≤C2甘A。 A2，因此由A n 

A2一D可推出 A1 nA。一仍即lA1 nA3 l—O，故有 

(C3／C1)一 一。 

证毕。 
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定理 3和定理 4说明，若概念 C2完全不包含 c ，则 C2 

也完全不包含 C 的任意亚概念，并且 C2的任意亚概念也完 

全不包含 C 。 

定理5 设 K一(G，M， )为一形式背景，C 一(A ，B )， 

C2一(A ，B2)为形式背景上的两个概念 ，若 c“( ／C )一1， 

则对 C1的任意亚概念 G一(A。，Bs)，有 C“( ／ )一1。 

证明：若 C“( ／C )一1，则由引理 2知 A Az，又因为 

C3是 C1的亚概念，所以有 G≤C ，即 As A ，从而 A。 

A2。故有 

( 一 一 一 

证毕 。 

定理 6 设 K一(G，M，J)为一形式背景，C 一(A ，B )， 

一 (A ，B2)为形式背景上的两个概念，若 c“(C2／c )一1， 

则对 C2的任意超概念 一(As， )，有 ( ( ／C )一1。 

证明：若 ( ／G)一1，由引理 2知A Az，又因为 G 

是 的超概念，所以有 ≥Cz，从而有 Az A。，所以可以推 

出A】 A3，所以 

(C3／c1)一 一1 

证毕。 

定理 5和定理 6说明了若 包含 C ，则 C2也包含 C 

的任意亚概念，并且 的任意超概念也包含 C 。 

4 基于包含度的关联规则提取 

4．1 运用包含度提取关联规则 

我们发现，当两个概念之间的包含度满足一定的条件时， 

就可以用它们之间的包含度代替可信度来进行关联规则的提 

取。因此，我们有以下结果 ： 

定理 7 设 K一(G，M，I)为一形式背景，C 一(A ，B )， 

c。一(Az，B )为形式背景上的两个概念 ，若 c (Cz／c )一1， 

则关联规则Bz B1一Bz的可信度为包含度 C“(C ／C2)。 

证明：若 ( ／C )一1，由引理 2得 A Az，所以 

c ／C2)一 一 

又因为由 c“(c ／c )一 一1可以推出 A A2，即 

一 (Az，B )是 c1一(A ，B )的超概念，所以关联规则 B2 

B 一Bz的可信度为 

c。n B ，一 一 

所以， (G／ )一c0nf( B】一 )。所以当 C (G／C1)一 

1时，关联规则 B B 一Bz的可信度就为包含度 c“(G／ 

C2)。证毕。 

由定理 7，有以下推论成立 。 

推论 1 在形式背景 K一(G，M，D上，G 一(A1，B )，C2一 

(A ，Bz)为形式背景上的两个概念，若 C“(Cz／C )一1，则关 

联规则 B2 B1～B2的可信度 ∞ _厂(B2 B1一B2)大于等于 

阈值 当且仅当包含度c“(C ／C2)大于等于阈值 。 

根据推论 1，就可以用概念之间的包含度代替可信度来 

进行亚概念一超概念节点对的关联规则提取。 

定理 8 在形式背景 K一(G，M，D上，C】一(A ，B))， ： 

(A ，Bz)为形式背景 K上的两个概念，给定支持度阈值 和 

· 2】2 · 

可信度的阈值 ，若概念 C1和 C2满足下列条件 

1)C“(C2／C1)一1 

2)lA l／IGl≥ 或者说 lA I≥目·lG{ 

3) (C】／ )≥岱 

则可在节点对(C ，C2)上提取关联规则 

B2=>B1一 B2 

证明：设概念 C 和 C2满足上述条件，由 1)及引理 2可 

知 

(C2／C1)一 一1 1 A2 
ln 1 l 

这说明(C1，C2)是亚概念一超概念节点对，且 C ≤C2。进一 

步，若满足条件 2)，则说明关联规则 Bz B 一B。的支持度满 

足 s“ p(Bz B 一B2)一{A I／lGl≥ 。最后，若再满足条件 

3)，由推论 1知 

C“(C1／C2)≥≠∞ conf(B2 B1一B2)≥ 

这就满足了在亚概念一超概念节点对上提取关联规则的 

所有条件 ，因此可在节点对(C ，C2)上提取关联规则 

B2=>B1一B2 

证毕。 

由定理 8我们可以看到，利用概念间的包含度可以更方 

便地提取人们所关心的可信度大于 的关联规则。 

利用定理 8，可以给出一种在形式背景 K一(G，M，J)生 

成关联规则的算法： 

算法 1 基于包含度的关联规则提取算法 

输入：形式背景 K一(G，M，J) 

输出：关联规则集 R 

1)利用文献[18]中的方法在形式背景K一(G，M，D上生 

成所有的概念 ； 

2)把所有的概念按其外延包含元素的个数进行分类，即 

外延元素个数为 的概念存放在数组 B[ ]中，并令 ：一 

max( )； 

3)初始化规则集R—D； 

4)对给定的支持度的阈值 和可信度的阈值 ，令 一 

【 ·lGl l； 

5)若 B[ ]≠D，则对B[ ]中的每个概念c，计算B[ +1]， 

Br +2]，⋯，B[size]中的概念 与c的包含度 ( ／c)。 

若 ( ／C)：1，则进一步计算 (C／ )；若 (c／ )≥ 

，则就可以提取关联规则 

Bp=>B—Bp，R=RU{B =》B—B } 

6) ：一 +1，若 ≤size，重复过程 5)； 

7)输出R。 

需要指出的是，采用以上方法提取的关联规则是有大量 

冗余的，所以就需要约简。下面将给出提取无冗余关联规则 

的算法。 

4．2 无冗余关联规则的提取算法 

由定理 1，对于任意的符合阈值条件的节点序列，只要在 

序列两端的节点对上提取规则就可以了。 

为了从形式背景上提取出无冗余的关联规则，特给出以 

下定义： 

定义 7 设 K一(G，M，J)为一形式背景，L(K)为该形式 

背景上的所有概念的集合，C1一(A ，B】)，C2一( ，B2)为形 

式背景上的两个概念，并且 C1≠ ，对于给定的可信度的阈值 



 

，如果 ( ／C1)一1且 C (C1／ )≥ ，并且 不存在 一 

(As，B。)∈L(K)且C3≠c1≠C2，使得 (C3／C2)一1且 C 

(C1／ )≥ ，则称 C2为 C 的 最大关联概念。集合M 
一 {ClC一(A，B)∈L(K)̂ C是 C 的 最大关联概念}称为 

C1的 最大关联概念集。 

定义 8 设 K一(G，M，D为一形式背景 ，L(K)为该形式 

背景上的所有概念的集合 ，C1一(A ，B-)，C2一(A2， )为形 

式背景上的两个概念，并且 C1≠ ，对于给定的可信度的阈值 

，如果 ( ／C1)一1且 (C1／ )≥ ，并且不存在 G 

(A。，B3)∈L(K)且 C3≠C1≠C2，使得 C“(C1／G)一1且 C 

(c3／C2)≥ ，则称 C1为 C2的 最小关联概念 。集合MNA 
一 {CIC一(A，B)∈L(K)̂ C是Cz的 最小关联概念}称 为 

C2的 西最小关联概念集。 

根据定义 7、定义 8和定理 1，可以得出一种在形式背景 

K一(G，M，D上生成无冗余的关联规则的算法： 

算法 2 基于包含度的无冗余关联规则的提取算法 

输入：形式背景 K一(G，M，J) 

输出：关联规则集 R 

算法： 。。 

1)利用文献[18]中的方法在形式背景K一(G，M，D上生 

成所有的概念并把所有的概念按其外延包含元素的个数进行 

分类，即外延元素个数为 的概念存放在数组B[ ]中，并令 

s 2 ：一max( )； 

2)初始化规则集 R—D； 

3)对给定的支持度的阈值 口和可信度的阈值 ，令 — 

r ·IG门； 

4)若 B[ ]≠D，则对 B[ 中的每个概念CJ一(AJ，BJ)，寻 

找其 {6最大关联概念集 0和其 最小关联概念集 

MNAq。 

①若 MXA0≠ 且  ̂N40≠ ，则 

V( 一(Ax，Bx)∈  ̂XAa 

cN一 (AN，BN ∈MNACt 

若 (C~／ )≥ ，就可以提取关联规则 既 BN一 。R— 

RU{Bx BN一 }； 

②若 M ≠D且 MNA0一D，则 V Cx一(Ax，既 )∈ 

MXA ，就可以提取关联规则 既 B 一 。R—RU{ 

B —Bx}。 

5)令 ：一H一1，若 ≤size，重复过程 4)； 

6)输出R。 

由定理 1，可知利用包含度在概念格中提取关联规则集 

是无冗余的。 

4．3 例子 

下面用一个例子来说明运用包含度来提取无冗余关联规 

则的方法。 

例 1，2，3，4，5五个顾客买 5种书的情况如表 1所列， 

表中有×的地方说明该顾客买了该书。对于表 1中的形式背 

景，设定支持度阈值 一O．4和可信度阈值 一O．6，计算得： 

表 1 例子中的形式背景 

A B C D E 

× × × 

× × × 

× × × × 

× × 

× × × × 

1)利用文献[18]中的方法在该形式背景上生成所有的概 

念并按其各自外延包含元素的个数分别存放到数组 B[ ]中 

后的结果为 

B[0]一{( ，{ABcDE})) 

B[1]一{({1)，{AcD))) 

B[2]一{({35}，{ABCE))) 

B[3]一{({235)，{BCE})，({135)，{AC})} 

B[4]一{({1235)，{c))，({2345}，{BE})} 

B[5]一{({12345)，D)} 

2)初始化规则集 R为空。 

3)因为 一O．4，IGI一5和 一O．6，所以 ·lGl—O．4×5— 

2。则 一2≥2，所以 

①从 B[2]中取一个概念c一({35)，{ABCE})，求得它的 

最 大关 联 概 念集  ̂XAc一 {({235}，{BCE))，({135}， 

{AC)))和 最小关联概念集 孙̂f c— 。则可得到关联规 

则 BCE A，AC BE。由于初始时 R为空，所以把这两条规 

则加入 R中，得 R一{BCB A，AC BE} 

②然后，从 B[3]中取一个概念 ct一({235}，{BcE})，求 

得其 最大关联概念集 MXAcl一{({12345}，D)}和 最小 

关联概念集 MNAc1一{({35)，{ 、E)))，由于当 一 

({12345}，D)和 C~一({35}，{ E))时， (C~／ )一O．4< 

，所以不在这对节点上提取规则。 

接下来从 B[3]中取概念 C2一({135}，{AC))，求得其 

最大关联概念集 MXAc2一{({12345}，D))和 最小关联概 

念集 MN4 c2一{({35}，{ABCE)))，由于当 Cx一({12345}， 

)和 C~一({35}，{ABCE})时，C“(C~／Cx)一0．4< ，所以不 

在这对节点上提取规则。 

③然后，从 B[4]中取一个概念c。一({1235)，{C})，求得 

其 最大关联概念集 MXAc 一{({12345)，D))和 最小关 

联概 念 集  ̂N=4c1一 {({135}，{AC})}，由 于 当 Cx= 

({12345}， )和 CN一({135}，{AC})时 ， (CN／Cx)一O．6≥ 

，所以可在这对节点上提取关联规则 D AC。把该规则加 

入 R中，得 R：R U{ AC}一{BCE A，AC BE， 

AC}。 

接下来从 B[4]中取概念 C2一({2345}，{腿 ))，求得其 $ 

最大关联概念集 MX 一{({12345)，D)}和 最小关联概 

念集 厦̂N4 c2一{({235)，{BCE)))，由于当 一({12345}，D) 

和 一({235)，{BCE})时， (CⅣ／ )一O．6≥ ，所以可在 

这对节点上提取关联规则 BCE。把该规则加入 R中，得 

R—RU{ = BCE)一{BCE= A，AC= BE，D=>AC，D=> 

BCE) 

④最后从 B[5]中取概念 c一({12345}，D)，由于求得其 

最大关联概念集 MKAc—D，所以没有规则可以提取。 

最后，得出该形式背景上的所有关联规则为 R一{BCE 

A，AC BE，D AC，D BCE}。这些关联规则的含义是：购 

买 BCE三本书的顾客也有可能购买 A书；购买 Ac两本书的 

顾客也有可能购买 BE两本书；所有的人都有可能购买 AC两 

本书；所有的人都有可能购买 BCE三本书。 

结束语 本文把包含度引入到概念格 的概念之间的量 

化 ，讨论了概念的亚概念和超概念之间的量化关系。另外，本 

文利用包含度给出了在概念上提取关联规则算法 ，该算法可 
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以提取无冗余的关联规则集。同时由算法看到，关联规则是 

利用概念之间的量化关系提出的，所以该算法更适用于在大 

型形式背景上进行关联规则的提取 。 
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