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概念的矩阵化描述及相关定理的矩阵化证明 

董 辉 马 垣 宫 玺 

(辽宁科技大学计算机科学与工程 鞍山 114051) 

摘 要 概念格作为形式概念分析理论中的核心数据结构，已在知识工程和软件工程等领域得到了广泛的应用。然 

而，对概念格理论的研究仅存在于纯数学领域 ，虽然已有的 Hasse图能体现概念间的范化与特化关 系，但对概念本 

身的理解帮助不大，用于定理的证明更为少见。从可视化着手，对概念格的图形化研究做了一点尝试，把概念信息理 

解成概念矩形，并用之于概念格定理的证明，取得满意的效果。 

关键词 概念格，概念矩形，概念格生成算法，批处理，渐进式 

RectaIlgle Description Of Conc印 t aIld the RectaIlgIe Pmof Of COrrelatjve Pmp0sitjOIls 

DoNG Hui MA Yuan G0NG Xi 

(sch0o1 of Computer science and Engineering，Ua0ning University of science and Techno10gy，Anshan l14O51，China) 

Abstract o0ncept lattice，the core data structure of{0m al concept analysis，is used widely in kl10wledge engineering 

and software engineering．H0wever，the scientific researches 0n the concept lattice is confined in the domain 0f rmthe— 

matics[ 
． The Hasse diagr锄 of a concept lattice can describe and perfonn the connections between generalization and 

specializatio ，but it is helpless to the comprehension 0f the concept essentially and rareness t0 be used in the theorem 

pI∞ f．I3ased on the visualization，this article made an attempt t0 the visualization of the c0ncept lattice，regarded the 

concept as c0ncept rectangle，and used in the c0ncept lattice theorem pro0f，obtained the satisfactory effect． 

Keyw0rds Concept lattice，Concept rectangle，ConstructIng a1gorithm，Batch algorithm，Incremental algorithm 

数据库知识发现是当前人工智能研究中的一个重要领 

域，由wi11e在 1982年提出的形式概念分析是近来获得飞速 

发展的数据分析的有力工具 ，在数据挖掘和规则提取领域已 

有很好的应用。形式概念分析的核心数据结构是概念格 ，其 

每个节点是一个形式概念，由两部分组成：外延和内涵。概念 

格所对应的 Hasse形象地揭示 了概念间的泛化和特化关系， 

反映出一种概念层次结构 ，实现了对数据的可视化。 

概念的图形化就是用直观的方式描述概念格 中的概念。 

目前，对概念格的研究主要集中在以数学为基础的格理论、集 

合理论和逻辑理论等领域，从一个称为形式背景的二维表格 

中生成所有的概念，进而研究概念间的关系。然而，在生成每 

个概念前，形式背景中对象集合中的每个元素或属性集合中 

的每个元素，在未规定字典序前，是不可比的。本文从这一点 

着手，基于概念的图形化特点，把概念所包含的信息理解为一 

个概念矩形，对概念格的图形化研究做了一点尝试 ，并用得出 

的结论对建格算法中相关定理进行了证明。 

1 基本概念 

定义 1 形式概念中称给定的信息表 K一(G，M，J)为形 

式背景，其中G是对象的集合，M 是属性集合 ，I是 G和M 之 

间的一个二元关系，且 延 G×M，g 表示g∈G与m∈M 之 

间存在关系 J。对于一个对象g∈G，那么gJm就表示对象g 

具有属性ml2]。 

定义 2 形式背景 K一(G，M，D中的对象集合 A∈P 

(G)，属性集合B∈P( ，满足A×B J，使得 Vz∈G—A， 

有了 ∈BI( ，．)，)∈I和V ∈M—B，有 z∈AI(z， ) J 

的二元组(A，B)称为关系 J的一个形式概念或一个概念矩 

形 ，称 A为该概念矩形的外延 ，B为该概念矩形的内涵，其中 

P(G)是对象集合 G的幂集，P(M)是属性集合 M 的幂集 ，称 

{优} I优∈M为 的对象矩形条 ，{g) Ig∈G为 g的属性矩 

形条。且定义运算：A 一B，A—B 。 

内涵 

6 l 

l × × × × 

2 × × × 

外 3 × × × 

延 

4 × × × × × 

5 × × 

内涵 
， 

6 f 

l × × × × 

2 × 圈 ■ 外 
延 3 一 ■  × 

4 × X ■ ■ × 
5 × × 

图1 一个形式背景 K 图 2 背景 K(属性 ，与 互换) 

例 1 图 1给出了一个形式背景 K，×表示所对应的对 

象和属性具有关系 ，即g 。该背景下的概念矩形为(1， 

口6e厂)，(14，口6厂)，(124，6厂)，(1234，厂)，(12345，D)，(24， 

，(234 ，(2345，c)，(4，n 厂)，(34，c 厂)，(345，c )。 

未规定字典排序时，属性间或对象间没有可比性，可以互 
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换对象或属性的位置来突出显示概念矩形 ，如图 2所示中的 

概念矩形(234， 厂)。 
一 个概念矩形可简化为如图 3所示，对图 2而言，图 3的 

边 A表示对象集合 {234}，边 B表示属性集合{c_厂)。 

属性 ，1的对象矩形条如图4所示 ，窄边表示单个对象，长 

边表示阴影部分的对象集合。属性矩形条同理可得。 

图 3 概念矩形的简化 图4 属性厂对象矩形条及其简化 

定义 3 (A ，B )和(A2，Bz)是某个背景上的两个不同 

概念矩形，且 A (二=A2㈢Bz c B1，如果不存在概念矩形(As， 

)有 A (二=A3(二=A2㈢B (二二 Bl，则称(A1，B1)是(A2，B2) 

的直接例化，(A2，Bz)是(A ，B )的直接范化[2]，(A ，B )是 

(A。，B2)的子节点(子概念矩形)；称(Az，Bz)是(A ，B )的父 

节点(父概念矩形)。 

例 2 例 1中，父概念矩形 (234，c厂)及子概念矩形(24， 

6 ，如图 5所示。其中，RJ表示概念矩形(234，c，)和 表 

示概念矩形(24，k_厂)。 

RI 

图 5 父子概念间的关系 

2 基本定理 

定理 1 对于概念矩形(A，A )和(B，B )，满足 AnB≠ 

D，称(A，A )和(B，B )的对象矩形边是可以部分重合的。同 

理，适用于属性边。如果(A，A )和(B，B )的对象边和属性边 

都可以部分重合，则称这两个对象矩形是可以部分重合的。 

未规定字典序时，可以通过调整对象的顺序或属性的顺 

序来达到重合的目的，把AnB中的元素和A nB 中的元素 

分别连续排列，设 AnB—C，则这 3个概念矩形的图形关系 

如图6所示 。 

定理 2 未规定字典序时，互换对象或属性的位置，父概 

念矩形R 和子概念矩形Rz的图示关系唯一，如图 6所示，即 

不存在这样概念矩形 R。和对象矩形条 m 和mz(或属性矩形 

条)存在，如图 6和图 7所示。 

尺2 

R 

尺l 

图6 R3与R1和R2关系 图7 m与Rl和R2关系 

证明：设矩形 R ，R。和 R。分别对应于概念矩形 (A ， 

B1)、(A2，B2)和(A3，B3)，满足关系 A1(二二A2(㈢B2(二二B1)，因 

为概念矩形(A ，Bz)是概念矩形(A ，B )的父概念矩形 ，即不 

存在概念矩形(A。， )存在满足关系 A (==A3cA2(㈢Bz∞ 

· 182 · 

B。 B )，即不存在图中所示 Rs的存在，同理可证概念矩形 

条和属性矩形条，得证。 

3 建格算法中相关定理的矩阵化证明 

目前概念格的构造算法可以分为两大类：渐进式算法和 

批处理算法。批处理算法的基本思想是先生成所有概念 ，然 

后根据它们之间的泛化一例化关系，生成边，从而形成概念格。 

渐进式构造算法的基本思想是先初始化为空概念，然后根据 

当前要插入对象的属性与概念格节点的内涵交集的不同，而 

采取不同的操作，逐渐形成概念格。 

3．1 批处理算法 

在概念格的批处理算法中，最具有代表性的就是 Next— 

Closure算法。该算法假定在属性集上存在一个线性序，根据 

已得到的结果作为下一次的计算的属性集，采用正规测试 ，只 

生成满足要求的属性集里的某些闭包_2]。 

定义 4 设集合 M 的两个不同子集A 和B，规定属性字 

典序为 优 <m ( < ，巩 ∈M，m，∈M)，若 A和B中不同的最 

小元素 优 属于 B，则称 A按字典排序小于 B，记为 A< B。 

即对于 A，B M，且 A≠B∞ (m ∈B， 旺A，V． < (m，∈ 

A∞鸭 ∈B))。 

定义 5 设 A M，巩∈M，则定义Aom 一(．厂(A)) ，其 

中 厂(A)一(An{m ，⋯，m 一 })U{碍}。 

设 Rr(A)，RA和R  ̂ 表示 _厂(A)，A和A om ，根据边的 

部分可重合性，三者和的关系如图 8所示。 

图8 R，(A)，RA和R硒  
．

的关系图 

定理 3 给定集合 A，A(==M，在某字典排序下，比A大的 

最小封闭集是A o ，其中， 是M 中满足A< A① m 的 

最大元素 j。 

证明：用 和R *分别表示概念矩形(A，A )和(A 0 

，(A① ) ) ，比A大的封闭集存在于(A，A )的子概念 

矩形的内涵的集合中，若与概念矩形(A，A )作运算的矩形为 

对象矩形条，如图 9和图 10所示，则可使运算后所得的概念 

矩形的外延的势最大，内涵的势最小。如果 R *的左边界不 

超出RA的左边界 ，则 确 就是满足要求的最大元素，得证。 

图 9 与 的关系图 图 1O 尺A， 与m 的关系图 

3．2 渐进式算法 

渐进式算法又称为增量式算法，基本思想是将当前要插 

入的对象和格中所有的概念交，根据交的结果采取不同的行 

动。 

基于属性的渐进式构造概念格算法就是在原始背景 K一 

(G，M，D所对应的原始概念格 L(K)和新增属性 m 的情况 



下，来求解形式背景 K 一(G，MU{ )，I )所对应的概念 

格 L(K )。可以把概念格 L(K )中概念分为 3类 ：①不变 

概念 ；②更新概念 ；③新增概念[ 。 

设新增的属性为 m ，具有该属性的对象集为{m ) ，这 

样就可以用属性概念的形式表示为 C 一({m ) ， )，对这 

3种类型的概念进行如下定义。 

定义6 如果一个概念矩形 C=(A， )满足 An{m ) 一 

D，则称该概念矩形为不变概念矩形。显然地，对于一个不变 

概念矩形来说，它在新概念格 L(K )中保持不变，仍然是 

(A，B)，如图 11所示 。 

定义7 如果一个概念矩形 C一(A，A )满足A(=={m ) ， 

则称该概念矩形为更新概念矩形。显然地 ，对于一个更新概 

念矩形来说 ，它将被更新为(A，A U{m })，如图 12所示 。 

曰 

图 11 不变概念矩形 图 12 更新概念矩形 

定义 8 如果存在某个概念矩形 C】一(A1，B1)∈L(K)， 

并且满足条件：①在格中不存在任意概念矩形 C2一(Az，B2) 

的外延是Az—A n{ } ；②对于 C1的任意孩子概念矩形 

C3一(A。，B )，都没有 A。nA 一A1 n{m } ，则称 C1为新增 

概念矩形的产生子概念矩形，如图 13所示。 

定理 4 若(AN+l，BN+ )是(AN，BN)的父概念，则 V优∈ 

上 —BN+l，有{仇} nB Ⅳ+1一AN。 

证明：设概念矩形(Aw+ ，BⅣ+ )和(AN，BN)分别对应图 

中的Rw+ 和R ，根据定理 1知，仅有{m} 这样的对象矩形条 

存在，如图 14所示可知{m} nB w+ 一A ，得证。 

图 13 新增概念矩形 图 14 父子概念生成关系 

定义 9 如果原概念格中概念矩形(A，A )和 (B，B )满 

足 A B，添加新的对象矩形条{ · 后，都能生成新的概念矩 

形(C， )，称 一(A，A )是忌 一(C， )的典型生成元，风 一 

(B，B )是(C，C，)的非典型生成元，如图 15所示。 

图 15 典型生成元与非典型生成元 

定理 5 如果(A，A )是一个新概念(C， )的典型生成 

元，而(B，B )是(C，C，)的非典型生成元 ，有 A B，则任意概 

念(E，E，)满足E(==A ，E ，即不是更新概念也不是任何新 

概念的典型生成元l4]。 

证明：未定义字典序时，设 RA，‰ ，Rc和尼 分别表示概 

念矩形(A，A )，(B，B )，(C， )和(E，E )，{m} 为m 的对象 

矩形条 ，R的长和宽分别代表该概念矩形的外延和内涵 ，则这 

些矩形的图示分布可分为下列 3种情况： 

①概念矩形(E， )满足 E A ，A E，AnE— 则(E， 

E，)为非典型生成元 ，非更新概念，如图 16所示。 

②概念矩形(E， )满足 E A ，AnE≠ ，A—E≠D， 

E—A≠ ，则(E， )为非更新概念，RA与Rn重合部分一定 

是一个伪概念矩形，则(E， )是非典型生成元，如图 17所 

刀 。 

R厂 

JRJ 

如  

， 

图 18 典型生成元情况 3 图 19 典型生成元情况 4 

定理 6 如果(A，A )是一个原概念且 An{ ) 一C，(C， 

C，)∈L是更新概念，则任意概念(E，E，)满足 E(二A，E C，即 

不是更新概念也不是任何新概念的典型生成元_4]。 

证明：未定义字典序时，设 ，＆ 和R 分别表示概念矩 

形(A，A )，(C，C，)和(E，E，)，{m} 为 的对象矩形条，R的 

长和宽分别代表该概念矩形的外延和内涵，则这些矩形的图 

示分布可分为下列 3种情况： 

①概念矩形 (E，E，)满足 E A，C E，则(E，E )为非典 

型生成元，非更新概念，如图 2O所示。 

图 2O 原概念情况 1 

②概念矩形 (E，E，)满足 EcA，CnE≠ ，C—E≠D， 

C—A ≠ ，则(E，E，)为非更新概念；Rc与R 重合部分一定 

是一个伪概念矩形，则(E，E，)是非典型生成元，如图 21所 

示。 

③概念矩形(E， )满足E A，CnE—D，则(E， )为不 

变概念，如图 22所示 。得证。 
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图 21 原概念情况 2 图22 原概念情况 3 

4 并行建格算法中相关定理的矩阵化证明 

概念格的分布处理思想就是根据不同的原理，采用分治 

策略，通过形式背景的拆分，形成分布存储的多个子背景，然 

后构造相应的子概念格，再 由子概念格的合并得到所需的概 

念格。 

4．1 现有并行建格算法简介 

4．1．1 形式背景的并置和叠置 

并置或叠置可理解为两个对象域相同、属性项不同或两 

个对象域不同、属性项相同的形式背景间的合并。该算法在 

内涵或外延一致的形式背景、基于横向合并的子形式背景的 

概念格和子背景所对应的子概念格的横向并是同构的基础 

上，通过概念的横向(或纵向)加运算和概念格的横 向(或纵 

向)并运算，引人了子格和完整格之间的两个映射函数来通过 

部分格概念计算原始背景的所有概念__2 ]。 

4．1_2 形式背景的折叠搜索子空间划分 

此算法基于对生成概念的搜索空间的分解，使用了一个 

新的方法将初始背景分解为不交叠的子空间，在每个子空间 

内计算并生成概念。先将初始背景按属性的权值排序，按给 

定的划分系数来分解初始背景。经过划分 ，概念的求解的时 

间复杂度和空间复杂度有明显的改善l_6 ]。 

4．2 基于闭包划分的概念格并行生成算法相关定理的矩阵 

化证明 

概念格是其形式背景 中概念问关系的表现形式 ，它和对 

应的形式背景是一一对应的。把一个形式背景拆分成了多个 

子背景，这样形式背景所对应的概念格就可通过各子格进行 

合并来实现。 

4．3 Para P咖 建格算法的相关定义 

定义 1O 设 F( )是形式背景 K一(G，M，D对象 G上的 

闭包系统，定义 

(，)一{F∈F(D Jg∈F，F 三2 ) 

(I)一{F∈F(I)Ig F，F 2。} 

F i(D一{F∈F(工)Ig F，眶 2G}， 

并且是背景K中不包含g的闭包系统，满足F(D— (I)U 

(J)， (D ；(D，其关系如图23所示。 
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图 23 三者关系 

定义 12 设K一(G，M，D为一形式背景，定义运算 十g， 

满足十g一{毋∈Glg g }。 

定义 13 设 K一(G，M，D为一形式背景，K 和 Ki是由 

K 分解包含g与不包含 g的两个子背景，满足 K 一(G ，g ， 

Gl×g n D， 一(G＼十g，M2，G＼十g×M2 n D，其中Vg∈ 

G1 l lg l≠O，Vm∈M l lm l≠O。 

设对象 g及形式背景K，经重新排序对象元素和属性元 

素，十g集合及形式背景如图24所示， 为矩形的上半部 

分， 为矩形的下半部分。 

定义 14 设 K一(G，M，j)为一形式背景，定义 F(D背景 

K 的外延的闭包系统，g为V—Pr ” 元素，满足 

① lF(I)l≤1； 

②F(j)一 (D U (j)， (D和 (J)分别为背景 K 

和K：的外延的闭包系统。 

定理 7 设 K一 (G，M，J)为一形 式背 景，g∈G是 

V—Pr 元素，则VA∈ (J)，j仇∈M＼g ，满足A＼十g 

m
，

。 

证明：设 譬∈G是 V—Pr 元素，实际上是要求在背景 

K 一(G＼十g，g ，G＼十g×g n I)不存在这样的属性 m，满足 

m m ，在背景j 一(G＼十g，M，G＼十g×Mn D中求概念就 

不会有伪概念出现，满足 一(G1，g ，GI×g nD和 一(G 

＼十g，M2，G＼十g×M nJ)是背景 K一(G，M，D的两个划分， 

如图 25所示。得证。 

， 

图24 g，十g及G＼十g关系图 图 25 V—Pr 判断证明 

由图25还可得出以下结论： 

定理 8 设 K一 (G，M，I)为 一形式 背景，g∈G是 

V—Pr 榭 元素，则VA∈ (J)，了B∈ (D，(A＼十g) B。 

定理 9 设 K一 (G，M，D 为一形式 背景，g∈G是 

V—P 7加元素，则Vm∈g ，满足( ＼十苫) g 。 

定理 10 设 K一(G，M，J)为一形式背景，g∈G是 V— 

Pr ，Vm∈g ，贝0j巩∈ g ，m ＼十g 阮。 

定理 11 设 K一(G，M，J)为一形式背景，g∈G是非 

V—P 元素，则j优∈g ， ＼十 ≠D，其中m∈A 十g。 

结束语 本文从一个称为形式背景的二维表格出发，基 

于集合 中未给定排序元素问的无可比性，把概念及概念间的 

关系信息以概念矩形的图形形式描述出来 ，并用之于概念格 

构造算法定理的证明，取得初步成效。若规定元素的排序，将 

会增加概念矩形图形化的复杂度，如定理 3的证明。如何简 

单明了地用图形描述概念及概念间的关系将是下一步的研究 

工作。 
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系统能有效地检索出与用户输入相关 的类别，并给出输人词 

到它们的语义距离，且这个距离是满足 图的最优选择性的。 

例如：fish到下位词dolphin的语义距离为5，到上位词 animal 

的语义距离为 4。因此 ，do1phin到上位词 fish的语义距离也 

为 5，而到 anim l的语义距离则为 5(与 fish的距离)+4(fish 

与 ani蚴 l的语义距离)一9。 

表 l 检索结果 

7 语义网络的扩展 

wordNet并不一定在所有领域里都是很完备的，因此利 

用它构建的语义网络也可能存在不合事实的情况，所以，为了 

进一步完善我们的语义网络，要求它必须是可修改和可扩展 

的。我们建立的语义网络是用本体描述语言 owL来描述 

的，oWL语言具有很强的描述事物 的表达能力 ，它是 W3C 

组织推出的一种语言，得到大多数人的认可。用它来描述语 

义网络不仅具有很好的扩展性，而且所得的语义网络是可共 

享的。 

结束语 我们系统的原始词汇只有 197个，即系统只有 

197个关键节点 ，经过扩展后得到 13O27个概念。这大大增 

加了系统的词汇量，提高了系统词汇的覆盖面，从而提高了召 

回率。而我们建立的语义网络 ，是对原始词汇的语义扩展，检 

索时是根据语义关系来做推理的，因此 ，检索结果和用户输入 

的检索词在语义上具有较大的相似度，这就较好地保持了检 

索的准确率。 

然而 ，我们还没有对 W0rdNet的语义关 系作充分 的挖 

掘，所构建的语义网络还是一个较为简单的模型，还处于初期 

阶段。今后，我们将会不断地对系统做扩展，并利用其它本体 

对wordNet作补充，使所构建的系统更加完善。 
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