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摘 要 基于正交函数的概念和特性，提出一种正交泛函网络新模型，给出了正交泛函网络学习算法。该算法是借助 

于正交函数性质和Lagrange乘数法做辅助函数，对泛函参数学习过程归结为求解一组线性方程组的过程。最后，通 

过函数逼近算例计算机仿真结果表明，该算法十分有效，具有模型简单、逼近精度高等特点。 
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Abstract This paper presented a new kind of functional network model which is based on orthogonal functions，a learn— 

ing algorithm of orthogonal functional network was proposed，the learning of function parameters uses orthogonal func— 
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1 引言 

1998年 E．Castillo提出了泛函网络[1]，是近年来提出的 

一 种新的对传统神经网络的推广。泛函网络处理的是一般的 

泛函模型，它在各个神经元之间连接无权值，并且神经元函数 

不固定，而是可学习的，常常是一些给定的函数簇(如多项式、 

三角函数、Fourier展开式等)的线性组合 ，人们可根据特定的 

问题选取不同的函数簇来满足不同背景问题系统的建模和求 

解的需求。泛函网络已经被成功地应用于非线性系统辨识、 

混沌时间序列预测、微分、差分和泛函方程求解 、CAD、线性、 

非线性回归等领域[2]。在此基础上 ，作者近年来致力于泛 函 

网络新模型、学习算法和应用基础方面的研究，特别在计算智 

能的数学理论方法上获得了一些研究成果_3 引，发现泛函网 

络在解决上述问题中都表现出较好的逼近性能。虽然泛函网 

络已经成功被应用于很多方面，但由于泛函网络是近年来提 

出的一种新的对神经网络的推广，有些理论和应用方面的基 

础还不太健全 ，需要我们不断地提出更适合所要解决的新 的 

网络结构，完善基础理论 ，提出新的逼近算法。 

本文的主要工作是提出一种新的泛函网络模型，即正交 

泛函网络，网络 中的神经元 函数是一些正交 函数，如著名 

Fourier级数、Bessel函数和 Legendre多项式等基函数的线性 

组合。由于正交函数除了具备一般 函数的性质外，本身还具 

备一些特殊的性质__1 “]，因而被广泛地用于一些复杂系统的 

建模和求解 ，如非线性系统辨识、系统控制建模等。近年来， 

神经网络(包括正交神经网络)在这方面已取得了许多令人鼓 

舞的成果[1 。系统建模为多层前馈神经网络，通过优化一个 

代价函数的方法(如梯度法等)来进行权值学习。尽管这些算 

法在许多情况下性能较好 ，但实际中神经网络存在结构过于 

复杂、结点过多，并且在学习过程中容易陷入局部极小点而导 

致逼近能力有限等问题，因此在一些复杂系统建模时，存在较 

大的建模误差等问题 。 

另一方面，尽管泛函网络具有学习能力、多输人并行处理 

能力、非线性映射和容错能力，以及通过新的学习获得 自适应 

性的能力 ，但是在其应用过程中，与神经网络所不同的是泛函 

网络不是权的学习，而是结构和参数的学习，学习的目的就是 

求出神经元函数的精确表达式或近似表达式。泛函网络的数 

学本质对应的是一些泛函变换，它的拓扑结构描述的是一个 

函数变换。函数变换的类型很多，所以表示函数变换的泛函 

网络模型也很多 ，其拓扑结构也千姿百态 ，很难构造出一个通 

用的泛函网络来表示所有的函数变换。但对正交泛函网络来 

讲，由于它的拓扑结构描述的是一个正交函数变换，因此我们 

可用一个统一的通用结构来描述所有的正交泛函网络 ，也可 

用一个统一的泛函方程表示所有的正交泛函网络，这就是正 

交泛函网络的优势所在。因此，研究正交泛函网络函数逼近 
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机理及其学习算法，对于完善泛函网络基础理论和拓广其应 

用领域有着重要的理论价值和应用背景。 

本文首先给出正交函数的概念和性质，作为设计正交泛 

函网络的基本理论。在此基础上，设计出一类正交泛函网络 

模型，然后给出正交泛函网络学习算法 ，该算法是基于正交函 

数特性和Lagrange乘数法，通过解方程组的方法来确定待学 

习的泛函参数，算法简单、有效可行。最后，通过一些函数逼 

近实例，计算机仿真表明，该算法具有求解简单、逼近精度高 

等特点。 

2 理论基础 

根据正交函数理论[13,14]，对于任意一函数厂(-z)，f： ，53 

一 (实数域)，存在一个正交多项式 

( )=al 1(z)+az 2(z)-I-a3 3(z)+ ⋯-]-a (z)(1) 

使得下面的式子成立 

limI(厂( )一 (z))。dx一0 (2) 

其中 

㈤ dx一 

ai—I厂(z) (x)dx／Ai，i一1，2，⋯ (3) 

{ (．z)，声z(z)，⋯， (z))是一个正交函数序列。 

式(1)一(3)表明了任意一函数可由一组正交函数序列和 

系数 a 来惟一逼近。若函数 _厂(z)是未知，通过方程(3)我们 

无法获得系数 a 。恰好这种情形在动力系统许多复杂建模时 

都属于函数 -厂(-z)是未知或难以确定的情形，因此我们寻找一 

种新的方法 ，通过输入输出数据来确定系数n ，有着重要的应 

用价值。 

接着分析正交函数的收敛性。考虑下式： 

o≤l (，(z)一∑a ≠ ( ))zdx 

— r厂( )zdx一2 吼『 ，(z) (z) + 

一 I _厂(z) dx一∑n 

由此可得到 

∑n ≤I of(z)。dx (4 

这说明正交函数表达式(1)中系数是收敛的。 

此外，假设 (z)是任意一正交函数的展开式，为了实 

现最佳逼近目标函数，寻求最优的系数 ，考察误差代价函数 

E—J (厂(z)一∑bi~ (z)) dx (5) 
利用式(3)关于正交函数系数的表达式，式(5)可写成 

E— _厂( )一∑b (z)) dr 

—  厂(z)。cLr+∑A (bi—a1)。一∑A 口 (6) 

从上面的讨论我们可得到：对任意一函数都可用一正交 

函数来实现逼近，且正交函数表达式中系数是惟一和有界的。 

基于这些事实 ，将正交函数集作为泛函网络的基函数集，正交 

函数表达式中系数作为泛函网络的参数来构建正交泛函网 

络，通过学习来确定泛函网络的参数，最终实现对任意一函数 

都可用一正交函数实现最佳逼近。 

上面讨论的是一元正交函数情形。对于多元正交 函数 ， 

我们可通过一元正交函数的合成或复合来实现对多元函数的 

逼近。例如一个 m元函数 _厂(X)，可用 m元正交函数集 {中 

(X)，中 (X)，⋯，}，其中每一个函数可定义为 

(X)一 1 (z1) 2 (-z2)⋯ ( )； 一1，2，⋯ (7) 

这样一来，多元函数就转化成一元正交函数情形。 

3 正交泛函网络 

一 般地 ，泛函网络由输入单元层、存储层、处理层、输出层 

和一组连接 5部分组成[ 。它对应的是泛函变换，它的拓扑结 

构描述的是一个函数变换系统。那么，正交泛函网络结构除一 

般泛函网络特点外，它对应的是泛函正交变换，其拓扑结构描 

述的是一个正交函数变换系统。在实际应用中，根据问题的不 

同设计不同类型正交泛函网络，完成相应的正交函数变换。 

3．1 正交泛函神经元网络模型 

假设泛函神经元函数 _厂( )是一个计算单元 ，它的计算模 

型如图 1所示。 

／ —、  
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、 、
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图 1 泛函神经元模型 

根据泛函网络的结构特性，每个泛函神经元函数都可以 

由一些已知基函数簇的线性组合来逼近。根据第 2节的知 

识，我们可将图 1中泛函神经元表示成一组正交基函数的线 

性组合的形式。这里，我们称该神经元为正交泛函神经元。 

进一步，我们可将图 1中的泛函神经元模型变为图2中的模 

型形式，即正交泛函神经元网络模型。 

图2 正交泛函神经元网络模型 

实质上，图 2给出的正交泛 函网络是图 1泛函网络的展 

开形式，这样显得结构直观明了，便于下面讨论。 

在图 2中，假设输入数据 X一{ ， z，⋯， }，输出数据 

为 Y，则该网络输出表达式 

一

厂(x)一 哦 (x) (8) 

其中，ai是正交函数 (x)的系数；{ (X)， (x)，⋯， 

(X))是正交函数集。在正交泛函网络模型中，用途最广泛的 

是一些可分离正交泛函网络。 

3．2 可分离正交泛函网络模型 
一 个可分离正交泛函网络结构如图 3所示。 

图 3 一个可分离正交泛函网络模型 

血 一 一 



 

设该网络的输入数据为 X 一{z ，-zz，⋯， }， 一{Xl， 

z。，⋯， }，则该网络输出为 
0 m  

(-z1，z2，⋯， )一∑∑ (xj) (9) 

其中神经元{ 1 一1，2，⋯， ； 1，2； 一1，2，⋯，m}是形如 

(1)式的正交多项式。 

4 正交泛函网络学习算法 

本节我们以可分离正交泛函网络为例来 给出其学习算 

法。在图 3所示的网络结构中，其中每一个泛函神经元可以 

是图 1所示的模型，也可以是变形后图 2所示的模型。以下 

分两种情形 ： 

①若泛函神经元是图 2所示的模型，事先给定一组正交 

基函数为 

{似 (-z )l 一1，2，⋯，k； 一1，2，⋯，m；z一1，2，⋯，K} 

于是，在图3所示的模型中，每一个泛函神经元为 一五n 

，(xj)，则式(9)可写成 

Pk(z1，z2，⋯，z )一∑∑ al／jf (xi) (10) 

②若图 3所示的模型中每一个泛函神经元本身就是给定 

的正交基函数为 

{谊 ( ，)I 一1，2，⋯，忌； 一1，2，⋯，m} 

图 3所示的泛函网络的输出为 

P (-z1，-z2，⋯ ， )一 n (xi) (11) 

不论哪种情形，系数代表是泛函网络的参数，通过学习来确定 

最优的参数。 

在第②种情形下，我们给出可分离正交泛函网络学习算 

法 。考虑误差代价函数 

一  一  ( l，X2，⋯ ，Xm)一 一 n 声 (xjp) (12) 

其中，P为当前训练模式数，Y 是第 个训练模式的期望输 

出。为了找到最优的泛函参数，最小化误差平方和为 

Ec一-~Ae,一专善[ 一善善aq (zip)3 (13) 
为了保证泛函网络表达式的唯一性，需要给出网络的初始值 。 

在这里 ，设网络的初始值为 

(xjo)一 。， 一 1，2，⋯ ，m (14) 

其中， 是给定的一些常数。我们的目标是计算能够使得误 

差函数尽量小的网络参数： 

{a ，l 一1，2，⋯，k； 一1，2，⋯，m} 

利用 Lagrange乘数法 ，通过加惩罚项式(14)到(13)中，构造 

辅助函数如下： 

一

E0+ 善( (乃。) )。一专善[ 一备， ％ 

( )] +鲁 ( (xjo)一 ) 

分别对泛函参数{a l 一1，2，⋯，是； 一1，2，⋯，m}和参数 求 

偏导数 ，得 

f _-一喜 laq声 ( ) c + 
A(̂ (xj0)一 )如(xjo)一o (15) 

l oG一专，圣(f,j(xj 一。 
这样，任给定一些正交基函数{％ ( )l 一1，2，⋯， ； 一1，2， 

· ]4O · 

⋯ ，m}，通过解方程组(15)，可求得泛函参数{n l =1，2，⋯， 

k；r一1，2，⋯， }及 A。由于在第 2节，我们 已经知道该泛函 

参数是惟一的，因此通过解方程组(15)所得到解是最优解。 

至于其他类型的正交泛函网络的学习算法，可仿照该过程给 

出，这里不再赘述。 

5 函数逼近实例 

本节仅考虑正交泛函网络函数的逼近性能。为了验证本 

文所提出的正交泛函网络学习算法的有效性 ，定义均方差： 

厂丁—F———————一  

RMSE一√ ∑I z一 (16) 
其中 表示网络的输出， 表示网络的实际输出，P表示学 

习样数。 

例 1(离散数据情形) 选用时间序列中典型的Henon映 

射为例。 

Henon序列系统为_] 

Lz 一1—1．4 1+0～3x 2 

在初始值 z。一0．5，217 一0．5给定的情况下 ，Henon映射的时 

间序列点由图 4给出。 

4 一． ̂ I I ̂̂ J 
／ f I I Ill 

0 2O 40 60 80 1{30 

图 4 Henon映射图 

我们用正交泛函网络模型(如图 5)来进行计算 ，其 中每 

个泛函神经元函数都是正交泛函神经元网络模型。选取 100 

个样本点作为学习样本，采用 Mathematic 5编程，仿真结果 

如图 5和表 2所示。为了便于比较，图 5为给出泛函网络模 

型情形计算机仿真(表 1)结果。 

Xn
一 1 

X 
一

2 

一  

图 5 一个五层的正交泛函网络模型 

表 1 Castillo模型仿真结果 

Legendre polynomials basis：{1，x， 

专(3x。_1)，÷(5X3 )) 
2 Chebyshev polynomials basis：{l，X，2X2—1，4x0 

3 F0urier Series：{1，sinx，COSX，sin2x，cos2x} 

Fourier Series：{1，sinx，COSX，sin2X，COs2X， 
4 

sin3x，c0s3x) 

与 Castillo模型相比较 ，仿真结果表明，选取正交泛函网 

络具有更高的逼近精度。 

3  

0 O ∞ ∞ 

O  
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例 2(连续函数的情形) 选用常用函数 

y~sin(x) ∈[O，27c] 

我们选用具有一个输入、一个输出且含有两个神经元的 

正交泛函网络对该函数进行逼近 ，如图6所示。 

图 6 一个输入、一个输出的正交泛函网络 

首先，随机地给定一组训练样本数据{( ， )【i—l，2， 
⋯

，20)，其中 一_厂( )，见表3。 

表 3 训练样本数据 

若选用正交基 函数 西1一 {sin( )，COS(Lz)，sin(2z)，cos 

(2 )}和 2一(1，sin(x)，cos(x))来逼近神经元函数 f(x)~llg 

(z)，用 Mathematic 5进 行计 算，得到 均方差 (RMSE)一 

0．000311，逼近函数和原函数的逼近图形如图 7所示。 

／一 、 一 
＼ ／ 

,

＼ '-／，／ 1 

图7 函数的逼近图形 

例 3 逼近连续函数 

—cos(sin(x))， ∈LO，1 

我们选用具有两个输人、一个输出且含有两个神经元的 

正交泛函网络对该函数进行逼近(见图 5)。首先，我们给出 
一 组训练样对 {(乩 ，地 ， )j i一1，2，⋯，20)，其中 XO 一f 

(z1 ，z2 )，如表 4。 

表 4 用于逼近的训练数据对 

我们选择用于逼近泛函神经元的两组正交基函数为 

1一{1，sin(x)，COS(z)，sin(2x)，COS(2 )}； 一(1，sin 

(z)，cos(x)) 

用 Mathematic 5进 行 计 算，得 到 均 方 差 (RMSE)一 

0．0000116，逼近函数和原函数的逼近图形如图 8所示。 

图 8 函数的逼近效果 

从上面的仿真实例可得出，正交泛函网络模型用于函数 

逼近是可行的，而且有更高的逼近精度。 

结束语 本文提出一种正交泛函网络模型，给出了正交 

泛函网络的学习算法，而网络的参数是通过求解一组线性方 

程组得到，算法简单可行。仿真结果验证了该算法在函数逼 

近方面具有很高的逼近精度。 
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