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摘 要 Atanassov直觉模糊集是对 Zadeh模糊集最有影响的一种扩充和发展，而直觉模糊包含度是模糊包含度的直 

觉化扩展。针对-e．~E7]中Vague包含度仍然是一个模糊值的问题，提出一种新的直觉模糊集的包含度定义，该包含 

度取值于一个特殊格 L，与直觉模糊集理论的基本思想相一致。验证 了4类直觉模糊包含度公式，证明了直觉模糊 R_ 

蕴含可以生成一类直觉模糊包含度。 
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Abstract Intuitionistic fuzzy set，proposed by Atanassov，is one of the most influential generalizations of Zadeh’S fuzzy 

sets．Intuitionistic fuzzy inclusion degree is an extension of fuzzy inclusion degree．To the problem of the definition of 

vague inclusion degree with a fuzzy value in E7]，a new definition of intuitionistic fuzzy inclusion degree with a value in 

a special lattice L coinciding with the basic notion of intuitionistic fuzzy set was proposed．Four classes of intuitionistic 

fuzzy inclusion degree formulas were verified and intuitionistic fuzzy R-implicator was proven to be able to produce a 

class of intuitionistic fuzzy inclusion degree． 
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1 引言 

包含度是一种描述不确定性关系的有效度量方法_1 ]，是 

对已有的不确定性推理方法 ，如概率推理方法、证据推理方 

法、模糊推理方法以及信息推理方法等的抽象和概括。包含 

度不仅简洁、概括，而且便于进行信息的合成、传播和修正，已 

渗透到人工智能的各个分支，在专家系统 、模式识别、数据挖 

掘等领域有着重要的应用。 

在利用模糊集理论处理实际问题时，模糊集的包含关系 

过于苛刻，一般必须用模糊包含度加以代替。Atanassov直觉 

模糊集(Intuitionistic Fuzzy Set，IFS)_4 j在 Zadeh模糊集 的 

基础上增加了一个新的属性参数——非隶度，进而可以描述 

“非此非彼”的“模糊概念”，更加细腻地刻画了客观世界的模 

糊性本质，是对 Zadeh模糊集最有影响的一种扩充和发展。 

文献[6]已证明 Vague集就是直觉模糊集。文献[7]将模糊 

集上的包含度概念扩展到 Vague集上，给出了 Vague包含度 

的定义和计算公式，但其中给出的 Vague包含度仍然是区间 

[0，1]内的一个数，其本质与模糊包含度相类似。然而，正如 

文献[5]所提到的，模糊集一定是直觉模糊集，而直觉模糊集 

并不一定是模糊集。因此，直觉模糊集的包含度应具有新的 

形式，以体现直觉模糊集理论的拓展意义以及直觉模糊子集 

问包含关系的特点 ，为此，本文将模糊包含度的概念拓展到直 

觉模糊环境下 ，提出一种新的直觉模糊集的包含度定义 ，并对 

4种直觉模糊包含度计算公式进行了验证。 

2 模糊包含度 

设 U是有限非空论域，P(U)表示论域 U上的经典子集 

的全体 ，FS(U)表示论域 U上的模糊子集的全体。模糊包含 

度 ，即模糊集 FS(U)上的包含度 ，其定义如下。 

定义 1[ ](模糊包含度) 设 F (U) FS(∽ ，VA，B， 

CEFS(U)，若有数 D(B／A)对应，且满足： 

(1)0≤D(B／A)≤1； 

(2)A 三B D(B／A)一1； 

(3)AGB C=争D(A／o≤D(A／B)； 

则称 D为 FS0(U)上的包含度(inclusion degree)。 

称 D为FSo(U)上的强包含度，若 D满足(1)，(2)，(3)和 

以下的(4)： 

(4)A B D(A／C)≤D(B／C)； 

称 D为FSo(U)上的弱包含度，若 D满足(1)，(3)和以下 

的 (2 )： 

(2 )对于VA，B∈Fso(U)nP(U)，A 三B=>D(B／A)一1。 

从定义 1可以看出，模糊包含度 D(B／A)用区间[O，1]中 
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的一个数来表征模糊集 B与模糊集 A具有包含关系的程度。 

3 直觉模糊包含度 

Atanassov直觉模糊集的基本理论参见文献[4，5]。这里 

主要介绍直觉模糊集在一个特殊格 L 上的定义。这一定义 

简化了后续直觉模糊包含度的表示。本文使用 L表示 L ， 

用 IFS(U)表示 U上直觉模糊子集的全体。 

设<L，≤ >是一完备有界格，其中L一{(z ，352)∈[o，1] 

Izl+z2≤1)，最大元 1L一(1，O)，最小元 OfJ一(O，1)，Vz，yE 

L，z一(zl，z2)，3，一( 1，yz)，≤L定义为(Xl，X2)≤I，(yl，yz) 

㈢z ≤ 且 -z2≥ z。直觉模糊集合 A定义为论域 U到L的 

一 个映射A：【 L，记为A(z)一(A(z) ，A(z)2)一( (z)， 

7A(-z))，VxEU，( (z)，YA(z))∈L，A(z)1一 ( )为 a2∈ 

U对A 的隶属度 ，A(z) 一FA(1z)为 zEU对A 的非隶属度， 

矾 ( )一1一 ( )一yA( )为 XEU对A 的犹豫度，也称为直 

觉指数。 

设 A和B是给定论域U上的直觉模糊子集，直觉模糊集 

的基本运算如下， 

(1)ANB一{(ZA( )̂  B(z)，FA(z)V)，B(z))I VzE 

U}； 

(2)AUB一{( ( )V (z)，YA(z)̂  (z))l Vz∈ 

U}； 

(3) 一A 一{(TA( )， (z))lxEU}； 

(4)A B甘V xEU，[ (z)≤ ( )八yA(z)≥y』j(1z)]； 

(5)A—B㈢VxEU，[ (z)一 B( )̂ YA( )一 (z)]。 

文献1-73中给出了 Vague集上的包含度定义，即直觉模 

糊集上的包含度，但其取值于区间[O，1]，这意味着直觉模糊 

包含度不能充分利用直觉模糊集 A，B所提供的有效信息 ：非 

隶属度 yA(z)， (z)与直觉指数 W．A(z)，7ce(z)，从而直觉模 

糊集拓展所产生的优势也不能完整地体现。本文认为，直觉 

模糊集的包含度应该取值于集合 L，即取值为一个直觉模糊 

值，而不是取值于区间[o，1]。这样取值的优势在于，每一个 

数对(z ，z )为决策者提供了更详细而精确的关于所分析对 

象的模糊边界信息，也正体现了直觉模糊集的拓展优势。因 

此，本文将模糊包含度的定义扩展到直觉模糊环境下 ，给出一 

种新的直觉模糊包含度定义如下。 

定义 2(直觉模糊包含度) 对于 VA，B，CE IFSo(U) 

JFS(∽ ，有直觉模糊值 I(A，B)∈L对应 ，且满足： 

(11)0L≤LI(A，B)≤L1L； 

(I2)Aco_B (A，B)一 1L； 

(I3)A B C J(C，A)≤LJ(B，A)。 

则称 I(A，B)一(I(A，B)l，I(A，B)z)为 IFSo(∽ 上的包 

含度，其中 I(A，B) 为隶属度，I(A，B) 为非隶属度。 

称 J(A，B)为 IFSo(【，)上的强包含度，若 j满 足(I1)， 

(I2)，(I3)和以下的(I4)： 

(14)VA，B，CE IFSo(U)， 

A B (C，A)≤LJ(C，B)； 

称 I(A，B)为 jFS(U)上的弱包含度，若 满足(11)，(I3) 

和以下的 (12 )： 

(I2 )VA，BEIFSo(U)NP(U)， 

A 三B=> (A，B)一1L。 

(11)表明直觉模糊包含度取值于集合 L的最小元 0 和 

最大元 1 之间，(I2)表明如果直觉模糊集 A包含于直觉模糊 

集 B，则 B包含 A的程度为最大值 1 ，(I3)是直觉模糊包含 

度的单调性条件 ，表明较小的集合更容易被包含。直觉模糊 

强包含度在包含度定义的基础上增加了单调性条件(I4)，直 

觉模糊弱包含度将包含度的条件(I2)弱化为(12 )。 

根据定义 2，当直觉模糊集 A，B均退化为模糊集时，即 

VxEU，满足 ,UA(z)+ (Lz)一1， (z)十 (z)一1，则容易 

证明，定义 2的直觉模糊包含度退化为定义 1的模糊包含度， 

即如下定理成立。 

定理 1 若 A，BEFS(【，)，则 f(A，B)一(I(A，B)1，I(A， 

B)2)，I(A，B) +I(A，B)2—1，J(A，B)一D(B／A)。 

常用的模糊包含度比较多，具体见文献[2]。根据定义 

2，可以证明式(1)和式(2)是直觉模糊包含度 ，如定理 2和定 

理 3所示。 

定理 2 设 A，BE S(∽ ，r(A，B)如式(1)所示，则 

(A，B)为 JFS(U)上的强包含度， 

r cA 一( 暑： ，) 
其中，L(A，B)一 ∑ rain{A(z)l，B(z)1}／∑A(-z)1；H(A， 

B)一 ∑min{1一A(-z)2，1--B(x)2}／∑ (1一A(z)2)。 

证明：(I1)显 然。(I2)若 A B，即 A(z)≤LB(-z)， 

A(z) ≤B(-z)1，A(z)z≥B(-z)2，根据式(1)， 

P cA 一( ： 暑 )一c 
(I3)若 ACC_B~_C，即 A(z)≤LB(z)≤LC(z)，A(-z)1≤ 

B(z)1≤C(z)1，A( )2≥B( )2≥C(．z)2， 

L(C，A)一E rain{C(-z)l，A(z)1}／EC(x)1 

一 ∑A(z) ／EC(x) 

H(C，A)一 ∑ min{1一C(z)2，1一A(z)2)／∑ (1--C(x)2) 

一 ∑ 1 A(z)2／∑ (1--C(x)2) 

L(B，A)一∑min{B(x)1，A(z)1}／∑B(z)1 

一 ∑A(z) ／∑B(z) 

H(B，A)一 ∑mJn{1--B(x)2，1一A( )2}／∑ (1--B(x)2) 

一 ∑ 1一A(z)2／∑ (1--B(x)2) 

可得，L(C，A)≤L(B，A)，H(C，A)≤H(B，A)，所以 Io 

(C，A)≤LI。(B，A)； 

(I4)同理可证。 

证毕。 口 

定理 3 设 A，BEIFS(U)，J (A，B)如式(2)所示 ，则 

(A，B)为 IFS(U)上的强包含度。 

(A，B)一 

finfmin{1，1一A(z)1+B(z)l，1+A( )2一B( )2}，] 
l ∈u l 

【supmax{0，min{A(z)1--B(x)l，B(z)2一A(1z)2}}J 

(2) 

证明：(I1)由式(2)可得 ， 

max{0，min{A(z)1一B(z)1，B(z)2一A(z)2}}一1一min 

{1，max{1一A(z)l+B( )】，1+A(z)2--B(x)2}} 

因为， 

rain{1，max{1一A( )1+B(-z)1，1+A(z)2一B(z)2})≥ 

min{1，1一A(z)1+B( )1，1+A(z)2一B(z)2} 

· ]35 · 



 

所以， 

1一min{1，max{1一A(z)1+B( )l，1+A(z)2--B(x)2))+ 

min{1，1一A(z)1 4-B(z)1，14-A(1z)2一B(z)2}≤1 

即 

fmiⅢ ， 一A z’1 4-B z’ ， 4"A(x)2一B }’1 EL 
＼max{0，rain{A(z)1--B(x)1，B(z)2一A(z)2)} ／ 

从 而 ， 

J (A，B)一 

finfmin{1，1--A(x)l+B(z)1，1+A( )2--B(x)2}，] 卜∈U l
∈ 

l； max{0，min{A(z) 一B(z) ，B(z)2--A(z)z}}J 

L 

即 ，OL≤LJ (A，B)≤L1『_口 

(I2)设 A，B∈IFS(U)，若 Ac_B，即 A(z)≤， B( )，A 

(z)1≤B( )l，A(z)2≥B( )2，由式(2)可得 (A，B)一1 ，。 

(I3)设 A，B，C∈JF5(【，)，若 A B C，即 A( )≤LB 

( )≤LC(z)，A(z)1≤B(z)l≤C(z)l，A( )2≥B(z)2≥C 

(-z) ，由式(2)可得 J (C，A)≤ J (B，A)。 

(I4)对于 VA，B，C∈IFS(∽ ，若 A B，由式(2)可得 

(C，A)≤ J (C，B)。 

证毕。 口 

例 1：若 U一{z ，zz，⋯，z }，直觉模糊集 A 和B分别 

为 ， 

A一{(O，1)／xl，(0，1)／z2，(O，1)／x3，(O，1)／x4， 

(0，1)／z5，(O，1)／z6，(O，1)／Lz7，(O，1)／x8， 

(0，o．4)／x9，(O．87，o．08)／z10，(1，O)／xIl， 

(O．87，0．08)／xl2，(O，0．4)／z13，(O，1)／ 14} 

B一{(O，1)／ 1，(O，1)／z2，(O，1)／z3，(O，1)／x4， 

(O，1)／x5，(O，1)／x6，(O，0．5)／z7，(O．74，0．18)／z8， 

(0．94，0．05)／ 9，(1，O)／ 1o，(O．94，0．05)／z11， 

(0．74，0．18)／z12，(o，o．5)x13，(0，1)／z14} 

根据式(1)和式(2)，可得 io(A，B)一(0．9307，0．0619)， 

J (A，B)一 (0．87，0．1)。 

根据定义 2，可以验证直觉模糊 R_蕴含对应一类直觉模 

糊强包含度。下面首先给出直觉模糊 R蕴含的定义，进而证 

明其可生成一类直觉模糊包含度。 

定义 3(直觉模糊 R-蕴含 ) 设 T为直觉模糊 t_模，映 

射 ：L×L—L定义为 T( ，3，)一sup{ ∈L I T(z， ) 

≤ }，则 为一个直觉模糊蕴涵算子，称为直觉模糊 R_蕴 

涵 。 

若给定直觉模糊 t一模 ， 

丁f (-z， )一(max{xl4"yl 1，0)，min{x24"y2，1})， 

直觉模糊 R_蕴涵 ，为 

一  ， 、 

rain门 1fLyl～-z1，1llllll／／~~i
．
yl + 2 (

z， )=

＼max 一 。} 

～  。 

若给定直觉模糊 t模 T ， 

一 ， 、 
／max{0，z1+ ～1}， 
一＼min{1,14"一

x2-- 14- 

直觉模糊 R_蕴涵 _rw为 

)， 

cz， 一 ra

⋯ ⋯

in{

⋯

1,1 4"

⋯

yl-- x + 一 )。 
定理 4 设 A，BE IFS(U)，VxffU， (A(z)，B(z))为 

· 136 · 

直觉模糊 R_蕴涵算子，则 I(A，B)一inf'Ir (A( )，B(z))是～ 

种直觉模糊强包含度。 

证明：(I1)显然。现证明(I2)，(13)。 

(I2)设A，BE IFS(U)，若A B，根据直觉模糊 R_蕴涵 

的定义 ，可得 

r(A( )，B( ))一sup{A∈LIT(A(z)， )≤LB(z)} 

令其中的 一1 ，根据直觉模糊三角模 T的边界性质可 

得 ， 

T(A(z)，1L)一A(z) 

又因为A(-z)≤， B( )，所以有， 

XFr(A(x)，B(z))：sup{ ∈Ll T(A(z)， )≤f B( )}一 

1L inf (A(z)，B(z))一1L 

(I3)设 A，B，C∈ FS(U)，若 A B C，即A(z)≤LB 

(z)≤ C( )，根据直觉模糊 R_蕴涵 的左单调递减性 ，可 

得 

1 T(C(z)，A(-z))≤L T(B(z)，A(z)) 

inf1 T(C(-z)，A(z))≤L inf T(B(z)，A(z)) 

(I4)对于 VA，B，C∈jFS(U)，根据直觉模糊 R蕴涵 

的右单调递增性 ，若 A B，则 

、 T(C(z)，A(z))≤j 、 T(C(z)，B(z)) 

inf1 T(C(z)，A( ))≤L inf、王rT(C( )，B(z)) 

得证。 口 

根据定理 4，下面给出另外两种直觉模糊包含度公式。 

例 2：设 A，BE S(【，)，r(A，B)~lll式(3)所示，则 12(A， 

B)为 IFS(U)上的强包含度。 

r(A，B)一in(Xt'r．(A(z)，B( )) 

finfmin{1，1+B(x)1一A(z)1，1--B(x)24-A(z)2}，] 
一 卜∈U l(3) 
Isp~max(0，B(z)2一A(z)2} J 

若论域 U及直觉模糊集A，B的定义同例 1，根据式(4) 

可得 I (A，B)一(O．87，0．1)。 

例 3：设 A，BEIFS(U)，J。(A，B)如式(4)所示，则 ia(A， 

B)为 JFS(U)上的强包含度。 

。(A，B)一
一

in
。

f Wrw(A(Iz)，B( )) 

fin(rain(1，1+B(z)1--A(x)1，1--B(x)2+A(z)2}，] 
一 l l(4) 
[su~max(0，B(x)2+A( )1—1} J 

若论域 L，及直觉模糊集A，B同例 1，根据式(4)，可得 ，。 

(A，B)一(0．87，0．05)。 

例 4：SM(N(A(z))，B(z))为一种直觉模糊 蕴涵 ]， 

下面通过一个例子验证直觉模糊 蕴涵不能对应一类直觉 

模糊包含度。 

J (A，B)一 infSM(N(A(z))，B( )) 

一

(infmax{A(x)2，B(z)】}，suEmin{A(x)1， 

B( )2}) (5) 

设 U { ，-zz， 。， ，zs}，直觉模糊集 A和 B分别定义 

为 ， 

A一{(O．1，0．9)／x1，(O．2，o．8)／xe，(O．3，o．7)／x~， 

(0．4，o．6)／z4，(0．5，o．5)／z5} 

B一 {(0．2，0．8)／x1，(0．3，o．7)／z2，(O．4，0．6)／z3， 

(0．5，0．5)／x4，(O．6，0．4)／x5} 

显然，A B，根据定义 2应该有 I4(A，B)一1 一(1，O)成 



立 ，然而，根据式(5)，可得 r(A，B)一(O．6，0．4)，因此，I (A， 

B)不是直觉模糊包含度，也不是模糊包含度。 

结束语 包含度在模糊集理论中有着重要应用。在应用 

模糊集理论处理实际问题时，模糊集的包含关系过于苛刻，一 

般必须用模糊包含度加以代替。直觉模糊包含度是对模糊包 

含度的直觉化扩展，本文针对文献[7]中Vague包含度定义 

仍然取值于区间[O，1]这一问题 ，重新定义了直觉模糊集的包 

含度，并验证了4类直觉模糊包含度公式 P I。。其中，由于 

直觉模糊 R'蕴含的良好性质，使得直觉模糊 R．蕴含可以生成 
一 类直觉模糊包含度，而直觉模糊 蕴含则不能生成直觉模 

糊包含度，文中给出了反例验证。课题下一步计划将直觉模 

糊包含度引入模糊推理与基于粗糙集的决策分析，对其应用 

进行拓展研究。 
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