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基于加权最小二乘的卡尔曼滤波算法 
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摘 要 为了将卡尔曼滤波(KF)应用于非线性系统中，利用了离散采样点将非线性模型线性化。通过加权最小二乘 

原理，得到近似的线性化模型，再将 KF算法应用于这个线性模型中。结果表明，加权最小二乘与 KF结合的方法在 

非线性模型中的计算结果同扩展卡尔曼滤波(EKF)算法接近，且不需要 EKF那样求偏导就能很容易地应用到非线性 

系统中。这种方法实现容易，预测可靠，具有实际应用的价值。 
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Abstract In order to use Kalman Filter(KF)in nonlinear systems，a new method was proposed．Using the principle 

that a set of discretely sampled points can be used to form a linear system，the estimator yields perform ance equivalent 

to the Extended Kalman Filter(EKF)for nonlinear systems and can be elegantly used to nonlinear systems without the 

differential steps required by the EKF．W e argue that the ease of implementation and more accurate estimation features 

of the new filter recommend its use in applications． 
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预测和滤波是工程界最常用的两个工具。当需要从含有 

噪声的测量数据中预测系统状态时，就需要用某种预测算法 

从数据中预测出系统的真实状态。当系统动态模型和测量模 

型为线性时，可以用 KF算法给出最小均方预测l1]。然而在 

很多应用中，系统动态模型和测量模型是非线性的。人们研 

究了各种将 KF算法扩展至非线性系统的方法。一个结果是 

对非线性滤波问题给出最优解需要完整的条件概率密度函 

数。要完整地表示出这个条件概率密度函数，可能需要无限 

个参数，因此人们提出了各种近似方法。 

也许在非线性系统中受到最广泛应用的预测算法就是 

EKF算法l2]。EKF算法先将非线性模型线性化，然后将 KF 

算法用在线性化的模型上。EKF算法有两个弱点：一是当线 

性化点处于高度非线性化的区域时，线性化误差会很大，结果 

导致 EKF算法不稳定 ；二是很多应用中雅可比矩阵很难求， 

因此实现起来很困难。本文给出了一种新的滤波算法。在线 

性系统中这种算法同KF算法一样，且不需要求雅可比矩阵 

就能应用到非线性系统中。这个滤波算法的基础是加权最小 

二乘(WMMSE)，它能够用一些加权的离散点逼近出一条近 

似直线。由于不需求雅可比矩阵，而且个别高度非线性区域 

不会对整体的线性化结果造成太大的影响，因此我们认为这 

种将非线性模型线性化的方法要比EKF的线性化方法优越。 

实例表明，这个算法易于实现，且线性化精度同 EKF方法接 

近，具有实际应用价值。 

1 相关研究综述 

针对非线性系统的预测问题，人们提出了各种解决策略。 

EKF采用一阶泰勒展开将非线性模型线性化，然后用 KF算 

法进行预测。UKF通过有限个点进行非线性映射的方法得 

到映射后的均值和方差估计，然后再用 KF方法预测[3 。粒 

子滤波算法采取了无参数的方法，使用粒子集对非线性系统 

进行预测_4]。Marginalized Particle Filter算法则把非线性系 

统分解为线性部分及非线性部分，将粒子滤波算法应用于非 

线性部分，对线性部分则采用 KF算法，从而将粒子滤波同卡 

尔曼滤波有机地结合了起来[5]。 

2 算法的基本思想 

WMMS-KF算法通过加权最小二乘法，利用有限的离散 

加权点来确定近似直线，然后使用 KF算法进行预测。 

2．1 加权最dr--乘线性化 

通过对 EKF线性化误差的分析，发现 EKF误差来源于 

过分强调均值，只在均值处通过泰勒展开进行线性化。当系 

统非线性化程度过高时，均值及方差预测的误差较大。为克 
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服EKF对一阶二阶矩预测误差大及需要求偏导的缺点，我们 

采用加权最小二乘 的方法进行线性化。这种方法不需求偏 

导，且离散点的个数和位置都可调节，具有一定的灵活性。当 

设置的离散点同均值点无限接近时，其极限值即为在均值处 

的偏导值 ，此时所得结果同 EKF方法相同。这也是基于加权 

最小二乘法的卡尔曼滤波预测结果同 EKF方法预测结果较 

为接近的原因。式(1)、式 (2)为线性方程组及加权最小二乘 

法公式 ： 

Au= b (1) 

A E一 Au=A E一 b (2) 

其中，∑ 为权重矩阵。一种直接的方法是将离散点处的概 

率值作为权重。由于均值处发生的概率值较大，因此相应的 

权重也较大。其他离散点处发生的概率小，相应的权值也小。 

例如对如下非线性系统： 
9C— 

z件1一f(xt，￡)+岛一五／2+ +8cos(1．2t)+＆ 
1 l I t 

以均值 ， — ， + 3个离散点为例进行说明。3个离 

散点处的函数值和相应的概率值(权重)如表 1所列。 

表 1 离散点处 z，，(z)及 声(z)值 

A 
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图 1 EKF法得到的近似直线和 WMMSE法得到的近似直线 (实 

线为WMMSE法得到的线性化直线，虚线为 EKF法得到的 

线性化直线) 

表 2 EKF，WMMSE-KF，MC对经 ，(-z)影射后均值和方差估计结 

果对比 

EKF和WMMSE两种方法线性化结果的对 比如图 1所 

示。EKF，WMMSE及精确的 MC法对均值和方差的预测结 

果比较如表 2所列。由表 2中数据可以看出，WMMSE法用 

3个离散点进行线性化后，其对方差和均值的估计结果都要 

比 EKF准确。不同间隔、不同采样点个数的计算结果如表 3 

所列。 

表 3 不同采样间隔、不同采样点个数的计算结果 

2．2 基于加权最小二乘的滤波算法 

将 WMMSE线性化方法同 KF算法结合 ，便得到了基于 

WMMSE的 KF算法。算法步骤如下 ： 

1)设置矩阵A，b及加权矩阵E_。； 

2)代入式(2)，求系数矩阵 A，向量 6； 

3)得到近似直线： 

五一g( ，Xt一1)+ ≈A五～1+6+Et 

4)用 Kalman方法对此线性系统进行预测 ； 

5)转 1)。 

3 实验结果与分析 

下面将 EKF、粒子滤波(PF)和基于加权最小二乘线性化 

方法的 KF应用于同一个非线性系统中，并对它们的预测结 

果进行比较。考虑如下非线性系统： 
O ‘～  

Xt+l—x,／2+ +8cos(1．2￡)+岛 (3) 
l  

1 '
2 

一  +et (4) 
V  

式(3)为运动方程 ，式 (4)为测量方程。其 中，2／：'0～N(0， 

5)，COt和e 为相互独立的白噪声序列。cot～N(O，10)，et～N 

(O，1)。这是一个具有可加噪声的离散非线性时变系统[61 。 

EKF算法、PF算法与基于 WMMSE的 KF算法预测结果如 

图 2所示 ，预测步数设为 100。 

图2 PF，EKF及 WMMSE计算结果比较(虚线为真实 z值，实线 

为预测值) 

为便于比较，3种算法所使用的随机数据来自于事先保 
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增强可以近似看作滤除图像中乘法噪声的过程。所 以，我们 

只在实验图像中加入加法噪声 。如在图 11(a)中加入 Gaussi— 

all噪声(O，0．001)。 

(a)原图像 加噪图像 
festal=31．SdB) 

图 13 

(c)图像降噪与增 

强feSNg=304d3) 

本 

文 

5。 

图 11中的各个图像的处理方法和参数在第 2节中都有 

详细的描述。从图 11(e)可知，在真彩图像增强的处理过程 

中，图像中的噪声被明显放大。从图 11(f)可知，本文的方法 

在真彩图像增强过程中可以有效抑制真彩图像中的噪声，达 

到了既增强真彩图像又抑制图像中的噪声的双重目的，并且 

增强后的图像色彩人眼感觉舒适，细节保持良好。 

为了验证本文方法的可重复性和适应性，用另两幅风景 

图像试验验证本文方法，如图 12和图 13所示 。 

通过实验观察，增强与降噪后的真彩图像色彩生动，图像 

细节保持良好，处理后的图像人眼感觉舒适。本文方法不仅 

能够有效增强真彩图像 ，同时还能够明显抑制真彩图像中的 

噪声。 

结束语 本文方法处理的真彩图像，色彩没有明显偏离， 

细节保持良好 ，图像增强适度 ，人眼观察舒适，并且还能够有 

效抑制真彩图像中的噪声。今后，应该寻找比 HSV色彩空 

间更有效分离色彩和亮度的色彩空间，而且这个色彩空间能 

够被物理学和神经生理学所证明。还应该寻找更有效地滤除 

真彩图像中的噪声的方法。同时，由于小波理论和方法的不 

断发展，还可以使用脊波变换和曲波变换来增强与降噪真彩 

图像 ，以便取得比静态小波变换更好的效果。 
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存好的随机序列。可以看出，PF算法预测结果较准确，EKF 

算法与基于 WMMSE的 KF算法预测结果接近。 

结束语 本文引入了一种基于加权最小二乘的线性化方 

法，并将其同KF算法结合，得出了可用于非线性系统且不需 

要求偏导的滤波算法。实验表明，这种算 法的预测结果同 

EKF相似，但不需要 EKF算法中的求偏导步骤。在一些偏 

导较难计算的系统中，这种算法有一定的应用价值。 
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