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周期为 Pq的四元广义分 圆序列的线性复杂度 

魏万银 杜小妮 李芝霞 万韫琦 

(西北师范大学数学与统计学院 兰州 730070) 

摘 要 基于Gray映射和Ding-广义分圆理论，在 上构造了一类周期为 加 的四元广义分圆序列。在有限域Fr(，≥ 5 

为奇素数)上研究了新序列对应的傅里叶谱序列，并依据傅里叶谱序列的重量确定 了新序列的线性复杂度。结果表 

明，新序列具有良好的线性复杂度性质，能够抗击 M 算法的攻击，是密码学意义上性质良好的伪随机序列。 
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Linear Complexity of Quaternary Generalized Cyciotomic Sequences with Period Pq 

W EI Wan-yin DU Xiao-ni LI Zhi—xia W AN Yun-qi 

(College of Mathematics and Statistics，Northwest Normal University，Lanzhou 730070，China) 

Abstract Based on the theory of Gray mapping and Ding-generalized cyclotomic，a new class of quaternary sequence 

over Z4 with period Pq was constructed firstly．Then we determined the corresponding Fourier spectral sequence of the 

new sequence over the finite field Fr(r≥；5，prime)．Finally，we obtained the linear complexity of the new sequence from 

the weights of its Fourier spectral sequence．Results show that the sequence has large linear complexity and can resist 

the attack by M algorithm．It’S a good pseudorandom sequence from the viewpoint of cryptography． 

Keywords Cryptography，Finite field，Fourier spectral sequence，Quaternary sequence，Linear complexity， M algo— 
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1 引言 

伪随机序列可广泛地应用于扩频通信系统 、码分多址系 

统、全球定位系统和软件测试等 。作为一种信号形式，具 

有良好相关特性的伪随机序列可用做雷达测距 、同步和线性 

系统测量的信号。具有高线性复杂度的伪随机序列也有多方 

面的应用，如用于加密系统等。根据 Berlekamp-Msassey算 

^ r 

法，若一个周期为N的序列的线性复杂度大于 ，则可称其 
厶  

为一个好的序列或具有高线性复杂度口]。 

分圆序列由于具有良好的代数结构得到了人们的广泛研 

究。近年来，利用分圆构造四元序列亦有一些研究结果 ，这些 

成果主要集中于 上四元序列的构造及其相关性分析E “]， 

而很少讨论四元序列的线性复杂度 。有关 F 上四元序列的 

结果较少，主要见文献E12—142。文献[15—16]基于 Whiteman- 

广义分圆在 上分别构造了一类周期为 加 的四元序列并讨 

论了其线性复杂度。受此启发，本文基于 Ding-广义分圆，在 

上构造了周期为 加 的一类新的平衡四元序列 ，并研究 了 

其在有限域 (r≥5为奇素数)上的线性复杂度 。 

2 相关概念 

定义 1 设 “为一个素数，0是 F 中一个 N 阶元素 ，则 

定义 上周期为N 的序列 {s( )}的离散傅里叶变换为 ： 

A女一 ∑ s(t)O ，O≤悫≤ N～1 

其中， 称作{ (f)}的傅里叶谱 ，记 A一{A }为傅里叶谱 序 

列 ，有： 

s(￡)一__1∑ 一 ，O≤f≤N一1 
』 一 0 

引理 1[33 符号含义同上，则： 

N

∑-- 一』o，d≠0 mod N 
一0 l N ， 一 0(mod N) 

引理 2[。 设 A：{A }是 {s( ))的傅里叶谱序列，则序列 

{s( )}的线性复杂度为： 

LC(s)一I{k JA ≠O，O≤是<N}J 

由引理 2知 ， 

到稿 日期：2016—05—03 返修 Et期 ：2016—07 02 本文受国家 自然科学基金资助项 目(61202395，61462077，61562077)，教育部“新世纪优秀 

人才计划”基金资助项目(NCET-12—0620)资助。 

魏万银(1989一)，女，硕士生，主要研究方向为密码学；杜小妮(1972一)，女，博士，教授，博士生导师，主要研究方向为密码学，E-mail：ymI dxn@ 

126．corn(通信作者)。 



第 6期 魏万银，等：周期为 加 的四元广义分圆序列的线性复杂度 175 

LC(s)一N—l{klA 一0，0≤走<N}l (1) 

定义 2 定义示性函数 L(f)和二次特征 啦(￡)(叫一p或 

q)分别为： 

f1， f一0(rood“J) 1
o， ≠O(m。㈦  

r0， ￡ 0(m。d ) 

啦(f)一 1， f∈ ， 

【_一l， tENQR,o 

其中，QR 和NQR 分别是模素数09的二次剩余和二次非剩 

余的集合。 

令p和q为两个奇素数，N—Pq， —gcd(p--1，q一1)， 

e一(户一1)(q一1)／d。设 g为 P和q公共的本原元。整数 _t， 

满足 三三三grood 和 三三三1 rood q。则 D{ 一{ J：f一0， 

l，⋯， e一1}( 0，1，⋯，d一1)，称 D 为关于 户和q的 d 

阶的 Ding-广义分圆类 ，显然有： 

一  U D!⋯， M n 一中，i=／=j 

3 四元序列的线性复杂度 

下文总假设 P和 q是两个不同的奇素数 ，N=pq，定义： 

P一{P，2p，3p，⋯ ，(q一1) ) 

Q一{q，2q，3q，⋯ ，( 一1)q} 

则模 N的剩余类环Z 一{0}UPUQU ，其中 是Z 中 

所有可逆元的集合。由中国剩余定理可知 zw兰 × ，即 

对任意 f∈ZN，有 f一(f1，tz)，其中 ￡三三三 l(rood p)， 三三三￡z(rood 

q)，即 

t=qq； t1+PPq t 2(rood Pq) 

周期为 加 的二元 Ding一广义分圆序列为： 

r1， ￡∈ P 

s (f)一J 0， tE{0}uQ 

【 ， ∈ 
fo， tEP I 

s2(f)一J ， tE{o)uQ 

I ， ∈ 
定义四元广义分圆序列{s(￡)}一 s1( ) (￡)]，其中 

sl(f)，s2(f)]为Gray映射。 

r0， (s1，s，)一 (0，0) 

I 1， (s1，s2)一(0，1) 

,s2 3----1 2，(s 2)一(1，1) 
L3， (sl，52)一(1，O) 

由式(1)知 ，通过计算{s(￡))的傅里叶谱序列中非零元的 

个数可确定序列的线性复杂度。 

然而，傅里叶变换是在有限域上定义的，因此首先对四元 

序列找一个合适的有限域。设奇素数 r)5，且不等于 P和q， 

m 是 向一1的分裂域，m>l。设 ，a=O ， 一 分别是Frm 

上的 q次、P次、q次单位根。由定义 2可知： 

sl(f)一÷(1-FI-I (f1)][1一L(f2)]啦(t2)+J (t1)一 

L( 2)一Ip( 1)Iq( 2)) 

52(f)一÷(1一[1一 (f1)IF1一L(tz)] ( )一 (￡1)+ 

L(￡2)+j (f1)‘(tz)) 

则 

( )一 ( )， (￡)] 

一3sl(f)+s2(f)一2s1(t)s2(f) 

一 专[3— (tz)+21q(f2)哺(t2)+3 ( 1)+21p( 1) 

哺(t2)一 2I (t1)Iq(tz) (tz)一3Ip(tt)Iq(t2)一 

L(t2)+ ( ) (t2)+L( ) (t2)一 (t2)Iq(t2) 

(tz)一谲(￡z)] 

根据示性函数和二次特征的定义，序列 {s(f)}的傅里叶 

谱序列 A—{A }(0≤忌≤N一1)中的项可化简整理为： 

Ak一 ∑ s(t)O 

一

专[3善臼 2~0 rk(t2) +3 E Ip(￡ ) + 

2蚤 ( )rh(￡z) +善J (￡ ) (￡z) 一善L 

(f2) 一 (t2) 一3] 

引理 3c 设 0是F 上的加 次本原单位根，则 

∑ 0 一O，∑ o 一一1，∑ 0 一一1。 
l∈z扣q 

t∈记 t∈面 

下文中总假定Sq一 鑫 ， —iE 。 i∈诹 
引理 4 符号含义同上，对于 0≤悬<N有 ： 

(1)∑ (￡1)编(￡2) 

f0， 志∈{0)U 

一 (2Sq+1)， 是∈z Upz 且k∈QlR 

l一(2Sq+1)， 是∈Z曷Up 且k∈NQRq 

(0， kE 10 UqZi UZ 

(2)
t_

~
o 

rk(t2) 一 p(2Sq+1)， 是∈ ，kGQRq 

l--p(2 +1)， kEpZ；，惫∈NQRq 

rp(q--1)， 愚一0 

(3)善 ( {一p， k~pZq 
【0， 忌∈q UZ刍 

N
一

-- 1 
。  fq一1，kff{0)U 量 1 2 

1， 走~z；Up

—

z； 

㈤  N--1 
一  

0 

’ 

0 【， 其他 

㈤  
0 0 {， 其他 

证明：(1)因为 

t_

~
oIP(t1) 一 蔓 墨 一 
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且 fQR 1一fNQRq f，所以当 kE{o)UqZ；时， =1，则 

∑ 一 ∑ 一o 
∈ q ∈ 

当 kEZ UpZ；时 ， 

~二1 ． f 2Sq+1， k∈QRq 

善 {_(2s+1)，是∈N 
(2)因为 

N -- 1 
t2) (t2)口 bl k+zpqE r~(t 

一  

) 
t

一

， 1

仍 )口”
1=0 

t2 t2k 

一  V2 (￡ ) ppqlt2krh 一 ∑ 。1 (￡2) 

一  ∑口 l(∑ 2一 ∑ 2) 
fl一0 2∈ q 2∈ 口 

所以，当 kE{O}Uq UZ高时 ， 

∑ 编(f2) 一。 

当kE 时，一
一  

=  ，则 

N 1 p (2S q + 1),

，， 主 
(3)、(4)的证明与(1)、(2)类似，此处不再赘述。 

引理 5 设符号含义同上， 

Ak— 

Pq+ 2q一 2， 

2(q一1)， 

2S0—1， 

一 2S一3， 

(2--2p)Sq一声 

(2 一2)Sq+P 

1。 

3． 

k一 0 

是EqZ； 

kEZ ， EQRq 

k∈Z南，kENQRq 

kE pZ；，kEQRq 

k∈pZ；，k∈NQR 

证明：由引理 3一引理 4直接可证。 

引理 6[ 设符号含义同上 ，则 E ∞r∈Q ；SE 

Fr㈢rEQRq。 

定理 1 设 r≥ 5，则周 期为 加 的四元广义分 圆序列 

{s(f)}的线性复杂度如下 ： 

(1)当 rENQRq时， 

f户q， r ( q+2q一2)，r (q一1) 

LC(s)一 pq--p~l， r／(pq~2q--2)，rl(q--1) 

l g一1， rl(Pq+2q一2)，r (q一1) 

(2)当rEQRq时，若(2 一1)(--2Sq--3)=0(mod，．)，则 

LC( )≥ 1  

若 (2S一1)(--2 --3)≠0(mod r)，则 

LC(s)≥ (乡一1)(q一1) 

证明：(1)当rENQR 时，S∈Fr ＼ ，2S一1=／=0，(2— 

2p)S 一 一1=／=0，一2S 一3=／：o，(2 一2)S。+ 一3=／=o，则结 

果 显然 。 

(2)当 rEQ 时，由引理 6知，S∈ 。 

若(2S—1)(--2Sq--3)~O(mod r)，则 

LC(5)≥ 1  

若(2S0一1)(一2S日一3)≠0(mod r)，则 

LC(s)≥ ( 一1)(q一1) ． 

结束语 本文推广了文献[-153的结果，在 Z4上构造了一 

类新的平衡 四元广义分圆序列，并利用对应的傅里叶谱序列 

的重量和序列之间的关系确定了序列的线性复杂度。结果表 

明，当 rEQR 且(2S 一1)(一2Sq一3)~0(mod r)时，序列的 

线性复杂度较低，而在其他情形中，序列的线性复杂度均大于 

，能满足保密通信的要求 ，是密码学意义上性质良好的序 
厶  

列 。 
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