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解约束优化问题的一种新的罚函数模型 
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摘 要 罚函数法是进化算法中解决约束优化问题最常用的方法之一，它通过对不可行解进行惩罚使得搜索逐步进 

入可行域。罚函数常定义为目标函数与惩罚项之和，其缺陷一方面在于此模型的罚因子难以控制，另一方面当目标函 

数值与惩罚项的函数值的差值很大时，此模型不能有效地区分可行解与不可行解，从而不能有效处理约束。为了克服 

这些缺点，首先引入了目标满意度函数与约束满意度函数，前者是根据 目标函数对解的满意度给出的一个度量，而后 

者是根据约束违反度对解的满意度给出的一个度量。然后将两者有机结合，定义了一种新的罚函数，给出了一种新的 

罚函数模型。并且设置了自适应动态罚因子，其随着当前种群质量和进化代数的改变而改变。因此它很易于控制。 

进一步设计 了新的杂交和变异算子，在此基础上提出了解决约束优化问题的一种新的进化算法。通过对 6个常用标 

准测试函数所作的数据仿真实验表明，提出的算法是十分有效的。 
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New Penalty Model for Constrained Optimization Problems 
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Abstract Penalty function method iS one of the most widely used methods for constrained optimization problems in evo- 

lutionary algorithms．It makes the search approach the feasible region gradually by the way to punish the infeasible SO- 

lutions．The penalty functions are usually defined as the sum of the objective function and the penalty terms．The meth- 

ods will bring tWO main drawbacks．Firstly，it is difficult to control penalty parameters，secondly，when the difference 

between the objective function value and the constrained function value is great，the algorithm can not effectively distin— 

guish feasible from infeasible solutions，and thus can not handle the constraints effectively．To overcome the defects，two 

satisfaction degree functions defined by the objective function and the constraints function were designed，respectively．A 

new penalty function was constructed by these tWO satisfaction degree functions．Moreover，we designed an adaptive 

penalty factor which is varying with the quality of the population and the number of generations．As a result，the penalty 

factor can be easily controlled．Thus a new penalty function optimization model was proposed．Furthermore，a new 

crossover operator and a new mutation operator were designed．Based on these，a new evolutionary algorithm for con- 

strained optimization problems was proposed． The simulations are made on six widely used benchm ark problems，and 

the results indicate the proposed algorithm is very effective． 

Keywords Evolutiona ry algorithm ，Constrained optimization，Penalty function 

1 引言 

进化算法在优化问题求解上取得了巨大的成功，与传统 

优化方法相比，进化算法只要求被优化的函数值是可计算的， 

不要求它具有连续性及可微性，所以它是一种可广泛应用于 

工程领域复杂优化问题的有效算法。同时它又是基于群体进 

化的算法，往往能收敛到全局最优解，所以它克服了一般的基 

于梯度优化方法局部收敛的一些缺点，在解决全局优化问题 

方面显示了极大的潜在优势。 

实际遇到的数值优化问题绝大多数是有约束的，目前有 

多种方法求解约束优化问题，Michalewic将现有的约束优化 

算法分成 4类l2]：保存可行解方法、惩罚函数法、可行解优于 

不可行解的方法以及其他混合方法。 

与其他优化方法一样 ，进化算法求解约束优化问题面临 

的主要问题是如何处理约束条件 ，罚函数法是最常用的方法。 

其基本思想是对任一违反了约束的个体 ，通过在其适应值函 

数上添加一个惩罚项的方法对它加以惩罚，从而使它的适应 

度降低。然后，通过选择算子把具有较好适应值的个体选择 
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出来，然后进行杂交、变异来扩大搜索空间，生成下一代种群。 

从而将原来的约束问题变成了无约束问题来处理。罚函数法 

的主要优点是简单易行，主要的缺点是难以选择合适的罚因 

子，用以确定对不可行解的合适的惩罚力度。只有选择合适 

的罚因子，才能使进化算法获得好的搜索效果[】。]。而罚因 

子的选取相当困难，若罚因子太小 ，则惩罚项在 目标函数中所 

占比重较小 ，从而很难产生可行解；若罚因子太大 ，则会较早 

地收敛到某个局部最优点。而按 目前罚函数的框架，如何确 

定罚因子还没有好的解决方法。本文提出了一种新的罚函数 

框架 ，在此框架内，罚因子很易被控制。 

注意到一般的罚函数模型为适应度函数等于目标函数与 

惩罚项的和，这种模型的缺陷一方面在于此罚函数的罚因子 

难以确定，另一方面当目标函数值与惩罚函数值的差别很大 

时，此模型不能有效地区分可行解与不可行解。 

为了克服这些缺点，本文提出了一种新的罚函数模型来 

处理约束优化问题。本文首先分别由目标函数及约束函数构 

造取值在[O，1]范围的目标满意度函数与约束满意度函数，用 

它们替代原 目标函数及约束函数来评价个体 ，这样做的好处 

在于当目标函数值与惩罚函数值的差别很大时，此模型仍能 

有效地区分可行解与不可行解，然后我们将 由这两个函数构 

造一个适应度函数。 

另外，在适应度函数中，我们构造了动态的罚因子。构造 

罚因子时，考虑了当前种群的质量以及进化代数，从而克服了 

罚因子难以控制这一困难。当前种群的质量(种群的可行解 

所占比例)越高，罚因子越小；代数越大，罚因子越大。基于这 

些，本文提出了解决约束优化问题的一种新的进化算法，为了 

提高搜索效率，不仅设计了新的扩展算术杂交算子和 自适应 

变异算子，而且在选择策略上 ，使群体中保持一定数量的非可 

行解，这也是 目前认为是较好的一种策略。这样进化算法可 

从可行域内和可行域外两个方向进行搜索，使其更容易找到 

全局最优解。我们对 5个常用的标准测试函数作了数据仿真 

实验，实验结果表明本文提出算法是有效的。 

2 约束优化问题 

考虑优化问题 ： 

min，( ) 

． tgl(z)≤O =1，2，⋯，q 

( )一O =g+1，⋯，m 

z一( 1，z2，⋯岛 )∈R“ 

这里，xE眶 S，S为目标函数的搜索空间，F为可行域，z( )≤ 

Xi≤“( )，Z( )，“( )为常数 一1，2，⋯， ，F一{ lgf( )≤O， ， 

( )一0，Ii-=1，2⋯，q， —q％-1，⋯ }。 

进化算法处理约束条件常见的方法为罚函数法，惩罚函 

数一般取个体 z到可行域的距离的函数，通常用下面定义的 

(z)构造罚函数： 

⋯  fmax{O， (z)}， 1-~．j≤q 

～ l f ( ) g+1≤ ≤mf 

fJ(z)表示个体 在第 个约束的违反度。令罚函数 (z)= 

∑ (z)，它表示个体z违反约束的程度，也表示个体X到可 

行域的距离。 

3 基于新罚函数模型的进化算法 

3．1 目标满意度函数与约束满意度函数 

当目标函数值与惩罚函数值的差别很大时，常用罚函数 

不能有效地区分可行解与不可行解 ，为了克服这一缺点，我们 

分别利用 目标函数及惩罚函数定义如下的目标满意度函数与 

约束满意度函数 ： 

)一 

，
r 、一垒 二之 兰 
⋯  

其中， 与 为当前种群中的目标函数最大值与目标函数 

最小值，户一为当前种群中的惩罚函数最大值。显然，fi( ) 

与p ( )的值域均为[0，1]，且它们分别为，(z)与户(z)的减 

函数。也就是在同一代种群中，个体的函数值越小，其目标满 

意度越高；同样地，个体的约束违反度越小，其约束满意度越 

高。因此 ，我们可通过个体的 目标满意度及约束满意度来评 

价其好坏。 

3．2 新罚函数模型 
一 般的罚函数模型构造适应度函数为目标函数与惩罚函 

数的和，具体如下： 

F( )一 (z)+rt· (z) 

其中 >O为罚函数的参数 (罚因子)，它体现 了惩罚力度的 

大小 。 

使用此罚函数法模型的缺陷一方面在于很难选取恰到好 

处的罚因子。罚因子过大，虽然可以得到可行解，但解的质量 

可能很差(即目标函数值不够小)，以至很难求得最优解；罚因 

子太小，说明对不可行解罚得不够 ，最终会得到一个不可行 

解；当然也不可能找到最优解。由于问题千差万别 ，无法确定 

通用的 ，也即用罚函数法解决约束优化问题时很难设置合 

适的参数因子。为此，利用当前种群的信息来设置动态罚因 

子，若种群中不可行解的数 目较多，加大惩罚力度；反之，若种 

群中可行解的数目较多，则减少惩罚力度，加大对目标函数极 

小化的力度。这样，一方面有利于使搜索向可行解的区域移 

动，加快进化过程。另一方面可使罚因子易于控制。所以，我 

们在惩罚项中设置了当前种群中不可行解与可行解之比这一 

参数来控制惩罚的力度。 

另一方面若利用目标函数与罚函数的和形式构造适应度 

函数，当目标函数值与罚函数值的差很大时，此模型不能有效 

地区分可行解与不可行解。此时，我们使用 目标 函数值满意 

度与约束满意度的乘积形式来替代目标函数值与惩罚项和形 

式构造适应度函数可解决这一问题。事实上 ，注意到对于控 

制个体优劣的两项指标：目标函数值满意度与约束满意度，用 

它们的乘积构造适应度函数比和构造适应度函数更能有效地 

使算法搜索到最优解。这可用如下的例子说明。如在进化过 

程中，当两个个体 目标满意度与约束满意度的和相等时，保留 

函数值满意度与约束满意度更接近的个体可能更好。具体 

地，如目标函数值满意度与约束满意度均为0．5的个体32 与 

目标函数满意度与约束满意度分别为 1和 0的个体 ，尽管 

两个个体的函数值满意度与约束满意度的和都是 1。但显 

然，目标函数值满意度与约束满意度均为0．5的个体会更好。 

因此，我们用这两个函数的乘积来定义一种新的罚函数F(z) 

如下 ： 

F( )一 ^( )·P1(z)i— 

其中，m与n分别表示当前种群中不可行解与可行解的数目， 
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t表示进化代数。我们注意到在以上适应度函数式中，我们 

加了一项函数g(t)一 ，它是值域为[1，2]的单减函数。 

这样设计是基于以下事实。 

(1)因为约束优化问题的最优解首先必须是可行解 ，所以 

在进化过程中，当种群中可行点与不可行点的数目相当时，设 

计适应度函数时约束满意度所占比重应高于函数值满意度所 

占比重，为此，设计g(￡)的值域为[1，2]。 

(2)另外，在解决约束优化问题时，合理的进化过程应该 

是：进化初期应该保留较多的不可行解以增加种群的多样性， 

进化后期应保留较多的可行解以保证算法收敛。即进化过程 

中，惩罚不可行点的力度应随进化代数的增大而加强 ，为此， 

设计 g(￡)为单减函数 ，此时由于 户 (z)∈[O，1]，所以当 X固 

定时，P (z) 为 t的增函数。 

3．3 杂交算子 

为了提高杂交算子搜索最优解的能力，在算术杂交算子 

中添加当前种群中最优个体的信息。 

按适应度 F(z)的大小，用选择算子从种群 P(￡)中选出 

N1(N1为偶数)个父母点(设父母点集合为 P)，对每对父母 

点 和 汁 构造新的杂交算子，两个后代按下列方式产生。 

I 一_ rllrn rla。 +=_=rn r12 ‘ 十 rls‘ I 十n2十 十 十n3 nl十n2十 
I 一— ． +— ． +— ． L r

21十 r22十  r21十 r22十 r船 r21十 r22十 r23 

其中 ( 一1，2； 一1，2，3)为[O，1]随机数， ， ∈P(￡)， 

为当前种群中最好的个体，0 ，0汁 ∈P1(￡)，P1(￡)为杂交 

后代集合。 

3．4 局部搜索算子与变异算子 

局部搜索的步长应随着代数的增加而逐步缩小，在最优 

点的附近小范围内进行搜索，目的在于加大搜索效率，增强算 

法搜索最优解的性能。具体如下： 

一而+(uj—lj)·r2 if el4o．5 

刁 一乃一( 一 )·r2 else 

变异主要是为了使点跳出局部最优，保证可行域 内的任 

何一点到其它点都是可达的。具体如下： 

≈

A

=乃+ ． if r340．5 

而

A

=而 一 ·r4 else 

其中，r'／( 一1，2，3，4)是[O，1]间的随机数。z，是 (z∈P1 

(t))的第 个坐标，li，u1分别是搜索空间中点的第 个坐标 

的下界与上界，x～j，毛分别是；， 的第J个坐标，P2(t)，P3(t) 

分别是局部搜索与变异后代集合。 

3．5 选择算子 

采用精英保留选择算子，具体操作如下： 

从集合P(￡)UP1(￡)UP2(￡)UP3(￡)中选择 M个好的 

个体作为下一代种群P(f+1)。 

3．6 基于新罚函数模型的新的进化算法 

step1 初始化，随机产生 M 个点的初始种群 P(￡)，置 

￡： 0 

Step2 从 P(￡)中按赌轮选择算子选出 N1个点作为父 

母点，设父母点集合为 P 

Step3 对 P执行上述杂交算子，得 P1(f) 
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Step4 对 Pl(t)执行上述变异算子，得 P2(t)，P3(t) 

Step5 执行上述精英保留选择算子，得 P(t+1) 

Step6 若满足终止条件，则停，否则令 f—f+1转 step2 

3．7 数值实验与比较 

从文献[3]中选择 6个标准测试问题，分别记为 P1一 

P6，它们分别对应文献[4]中的 gO3，gO4，gO6，gO8，gO9和 

gll，注意 P2，P4是最大化问题，首先将 目标函数两边乘以 
一 1转化为最小化问题 ，再将得到的最小值乘以一1，得到问题 

的最大值。对这些问题执行本文提出的算法 ，每个问题独立 

运行 10次，记录了最优值、平均值、最差值、标准差以及最优 

点的违反度。这些结果分别记为：best，mean，worst，s~dev， 

and p( )。把算法((记作 M1)的数值结果与 4种最新算法的 

结果进行 比较，这 4种算法分别是：the homomorphoUS maps 

(记作 ：HM)c胡；SRc们；ASCHEA[ ；ŝ ES[ 。将 4种算法分 

别记作 M2，M3，M4，M5。 

表 1列出了 6个测试函数的最优值(optima1)，用我们的 

方法计算 4个测试函数得到最优值、平均值、最差值、标准差。 

表 1 M1计算 P1一P6所得的最优值、平均值、最差值、标准差 

从表 1中可看出，除了问题 P3和 P5，在已知的最优值的 

有效数位上，我们不但都达到了最优 ，而且我们给出的最优值 

保留了更多的有效数字。对于 P3，已知最优点代入验证带有 

违反度 P 一6．5616×10～，M1得到最优值只比已知最优值 

大 0．05，不带任何约束违反度，对于问题 P4，从表 1中可以看 

出本文提出的算法非常稳定地收敛到最优值，1O次独立运算 

都一致达到已知最优值一0．09582504，而且比已知最优值有 

效数字多。对于问题 P1，P6已知的最优解中含有无理数，所 

以可以断定由其它算法得到的最优值与我们的算法得到的最 

优值一样只是已知最优值的近似，对于相应的等式约束，一定 

存在违反度。该算法对于 P3，P4得到的最优值分别为 1． 

0000006，0．74999918，比已知最优值 0．75，1略好，这是因为 

存在一定的违反度，而违反度非常小，分别为：2．769319—7， 

5．7483e一7。其它算法也一定存在违反度，但未给出具体 的 

违反度，无法比较。 

另外，还可以从表 1看出，M1计算这 6个函数不但最好 

值达到或接近已知最优值，平均值，甚至最差值都达到或接近 

已知最优值，这说明了本算法的稳定性。 

表 2列出了 6个测试函数的最优值(optima1)及分别用 5 

种算法计算它们得到的最优值、平均值、最差值。 

表 2 M1一M5计算 6个函数得到的最优值、平均值、最差值、NA 

表示未提供数据 

问题 best me~rl worst 

M1 

～心 

M3 

M4 

M5 

0．99999998 

0．9989 

1．000 

0．99989 

1．000 

0．9999967 

0．9978 

1．000 

NA 

1．000 
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P4 

—

30665．53926 

—

30664．5 

— 30665．539 

— 30665．5 

—

30665．539 

— 6961．78924 

— 6952．1 

— 6961．814 

— 6961．81 

—

6961．814 

— 0．09582504 

— 0．0958250 

一

O．095825 

—

0．095825 

—

0．095825 

68 6315 

680．91 

680．630 

680．630 

680．632 

0．74999918 

O．75 

0．750 

O．75 

O．75 

—

30665．5391 

— 30665．3 

— 30665．539 

— 30665．5 

—

30665．539 

— 6961．538290 

— 6342．6 

— 6875．940 

— 6961．81 

— 6961．284 

— 0．09582504 

— 0．0891568 

— —

0．095825 

—

0．095825 

—

0．095825 

680．634 

681．16 

680．656 

680． 

680． 

641 

643 

0．74999929 

0．95 

0．750 

0．75 

0．75 

～

3O665．53901 

—

30645．9 

— 30665．539 

NA 

一 30665．539 

～

6961．084285 

— 5473．9 

— 6350．262 

NA 

一 6952．482 

～

0．09582504 

—

0．0291438 

— 0．095825 

NA 

—

O．095825 

680．6912 

683．18 

680．763 

NA 

680．719 

0．74999960 

0．75 

0．750 

NA 

0．75 

从表2可以看出，对于问题 P4，该算法在最优值方面优 

于 HM，平均值、最差值方面均优于其它算法。对于问题 P2， 

P3，P5，该算法在最优值方面与其它算法一样达到最优，在平 

均值、最差值方面明显优于 HM，与其它算法效果相同。对于 

问题 P1，P4，P6，该算法在最优值方面优于其它算法，在平均 

值、最差值方面略低于 SR，SMES，比其它的算法效果好。这 

些实验结果表明该算法是非常有效的。 

结束语 提出了一种新的罚函数模型来处理约束优化问 

题 。本文首先引入了函数值满意度函数与约束满意度函数， 

将这两个函数的乘积构造为适应度函数，并将反映种群质量 

信息参数的当前种群的可行解与不可行解的比值设置在适应 

度函数中，此模型不但能解决罚因子难以确定的问题，而且在 

进化过程中能有效地区分可行解与不可行解，从而使算法更 

加有效。 
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执行得较好且能选择出最重要的特征。SVR-D1．1优点不仅 

局限于预测结果的拟合度好，而且随着测试环境相关因子的 

改变，该方法可以动态选择最相关特征和允许预测模型的调 

整，表现出周期性更新模型的能力 。这大大提高了它解决实 

际事务的预测问题的潜力。 
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