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一 类时滞神经网络的全局指数稳定性 ) 

任殿波 。 张继业 

(西南交通大学牵弓l动力国家重点实验室 成都 61003i) (西南交通大学CAD工程中心 成都61003i) 

摘 要 利用M_矩阵和拓扑学等有关知识，通过构建向量李雅普诺夫函数，研究了一类包含分布时滞和可变时滞的 

神经网络的平衡点的存在性、唯一性及其全局指数稳定性。在没有假定激励函数有界、可微的情况下，得到 了该类神 

经网络平衡点的存在性、唯一性及其在平衡点全局指数稳定的充分判据。该判据计算简便，且与时间滞后量无关，便 

于在实践中应用。文中给出了一个算例。 
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Abstract Based on the theory of topological degree and properties of M-matrix，by constructing proper vector Lia— 

punov functions，the existence and uniqueness of the equilibrium point and its global exponential stability are investiga— 

ted for a class of neural networks with distributed and varying delays．W ithout assuming the boundedness and differen— 

tiability of the activation functions，several new sufficient criterions ascertaining the existence，uniqueness and global 

exponential stability of the equilibrium point of such neural netwolrks are obtained．Since the criterion iS independent of 

the delays and simplifies the calculation，it is easy to test the conditions of the criterion in practice．An example is given 

to demonstrate the feasibility of the criterion． 
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神经网络所具有的非线性变换特性和高度并行运算能力 

使其在模式识别、图像处理、联想记忆等领域具有广泛的应用 

前景。由于神经网络平衡点的存在性及其稳定性对于其硬件 

电路的工作性能具有直接影响，而时间滞后因素在神经网络 

的实现电路中不可避免，并且常常导致系统工作性能不稳定 ， 

因此研究具有时间滞后的神经网络平衡点的存在性及其稳定 

性有着重要的理论和实践意义。关于时滞神经网络 的稳定 

性，很多文献进行了研究，如文[1～143。由于系统中时滞 的 

产生非常复杂，给出其精确的量度几乎是不可能的。在研究 

中，一般要对时滞加上某种限制，如对时滞项作出有界、连续 

或者可导等种种假设。文[1～4]研究了含有固定时滞的神经 

网络的稳定性；文E5~83在假定时滞有界的情况下，研究了变 

时滞神经网络的稳定性；文[9～133研究了具有分布时滞或无 

界时滞的稳定性。最近，文[-143在假定激励函数单调非减 的 

条件下，对一类具有分布时滞的动态神经网络的稳定性进行 

了研究，得到了此类神经网络的渐进稳定性判据。由于文 

[-143没有考虑可变时滞，并且对该类动态神经网络的全局指 

数稳定性没有进行研究 ，本文对文E143研究的神经网络模型 

进行了扩充，包含了具有可变时滞的关联项，利用向量李雅普 

诺夫函数方法，研究该类包含可变时滞和分布时滞的神经网 

络的全局指数稳定性。 

1 系统数学模型及引理 

首先介绍后面用到的一些数学符号。U 和A 指向量“ 

和矩阵A的转置，其中uE／p,，A∈ ；A 表示矩阵A的逆 

阵；}UI一(I U I，⋯，}‰I) 表示向量U的绝对值；ll U ll一(“} 

+⋯+ ) ／ 表示向量 U的范数；IAI一(Ia I) × 表示矩阵A 

的绝对值；I}A ll一(max{A：A是ArA 的特征值}) 表示矩阵 

A的范数；[A] 定义为[A] =EA +A]／2。 

本文研究的具有变时滞和分布时滞的神经网络的动态行 

为可用下面的非线性微分方程来描述： 

(f)一一 (“ (f))+ ∑n fi(uj(t--to(f))) 
J一 1 

+∑C Jt。。k (f—s)函( (s) +J 
J一 1 

一 1，2，⋯ ，n (1) 

其中：U 是第 i个神经元的状态变量 ， 一1，2，⋯，n，n是神经 

元的数目；A一(nd) × ，C一( ) × 是连接权值矩阵；J一(J1， 

J ，⋯，J ) 是输入常向量； 

_厂(“)一(_厂1(“1)，_厂2(u2)，⋯ ， (‰)) 

g(“)一 (g1(“1)，g2(u2)，⋯ ， (‰ )) 

是神经元的激励函数； (f)表示可变的时间滞后。文中假定 

r (f)连续，且t，(f)∈Eo，r]，其中f≥0，r是一个常数。系统 

(1)初始状态 她(s)一 (s)，s≤O， 在(一c×。，O]有界且连续。 

假定函数 和g 以及d 、k 分别满足下面的条件 ： 

假定 1 对于任意 ∈{1，2，⋯，n}， ：R_+R及g。：R—R 

是全局 Lipschitz函数，即对所有 和 Y ，满足条件 I (xj) 

一  (yj)I≤LJ I 一 }和I gi( )一gJ( )}≤KJ} 一 I， 
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其中LJ、 是Lipschitz常数，且都大于0。 

文[14]要求激励函数满足 O≤(毋(∞)一 ( ))( 一 

∞)≤KJ(∞一弘) 。不难看出，假定 1对激励函数的约束条 

件要宽松一些。 

假定2 在R上连续 ，且对所有．Ti和 满足 

旦  ≥D >O，i一1，2，⋯， 
zt— yi 

与文[14]相比，取消了对 可导的限制。 

假定3 ：Eo，oo)--~[O，oo)在Eo，oo)上分段连续，并且 

满足 愚4(s)ds=p (p)，Pd(p)是[O， )上的连续函数， > 

0， (O)：1，i， 一1，2，⋯ ， 。 

文中令 

L=diag(L1，Lz，⋯ ， )，K— diag(K1，Kz，⋯ ，K )，D— 

diag(D1，D2，⋯，D ) 

定义 1 系统(1)的平衡点 “ 是全局指数稳定的，假若 

存在常数 >O和 M>O，对所有 f≥O满足 

l城(f)一 l≤M l{ 一“ ll e～ 

其中 ll ～“ ll一
。

m

≤≤

ax 

∈ 1 0l
l z(s)一Ui*l。 

定义2E ] 一个 × 实矩阵A一(n )是一个 M-矩阵， 

假若a ≤O，i， 一1，2，⋯， ，污 ，且矩阵A的所有主子式是 

正的。 

引理 11163 假若矩阵A一(n )的所有非对角元素是非正 

的，则下面的陈述是等价的： 

(i)A是一个 M-矩阵； 

(ii)A的所有特征根的实部是正的； 

(iii)存在一个向量 >O，使得 、A>O； 

(iv)A是非奇异的，且所有 A 的元素是非负的； 

(v)存在正定对角阵 Q，使得 QA+A Q是正定的。 

引理 2E“ 如果函数 H(z)∈Co是连续的，并且满足以 

下条件，则函数 H(z)是 上的同胚映射。 

i)H(z)是 上的单射， 

ii)lira ll H(z)ll一∞。 
II一  

2 平衡点的存在性与唯一性 

与系统(1)相联系的非线性映射为 

H(“)一一 (“)+Af(u)+( (“)+J (2) 

其中 一( 1，dz，⋯， ) ，H一(H1，H2，⋯，H ) 。 

我们知道，方程 H(“)一O的解是系统 (1)的平衡点。假 

若映射 H(“)是 上的一个同胚，则存在唯一的点 “ 满足 

H(u )一O，即系统(1)有一个唯一的平衡点 “ 。 

定理 1 如果满足假定 1—3，且 D—lAlL—lClK是一个 

M-矩阵，则系统 (1)有一个唯一的平衡点 “ 。 

证明：要证明系统 (1)有一个唯一的平衡点 “ ，只需证 

明映射 H(“)是 上的一个同胚。系统 (1)满足假定 卜3， 

则易知 H(“)在 上是连续的。下面，我们分两步来证明 H 

(“)是一个同胚映射。 

首先，证明H(“)是 上的单射。用反证法。为了推出 

矛盾 ，先假定存在z， ∈ 且z≠ ，使得 H(z)一H( )。根 

据假定 1、假定 2，得到 

l H(z)一H( )l一{一 (z)--d(y)]+AEf(x)--f(y)~ 

+C[g(z)--g(y)]l 

≥l (z)一 ( )l—lA ll-厂( )--f(y)l 
一 {Cll g(z)--g(y)l 

≥D(x--y)j—lAlLl —yl—lClKIz 
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一  

l 

一 (D—lAlL—lClK)lz— l 

由lH(z)一H( )l—O，z≠y，即lz— {>O，得 D—lAlL 
一 {ClK<O。因为 D—lAlL—lClK是一个 M_矩阵，按照引 

理 1，D—JA JL—jC JK所有特征根的实部是正的，所以这是 
一 个矛盾，因此不存在 ，y∈ ，z≠y，使得 H(z)=H( )。 

即映射 H(“)是一个 上的单射。 

然后证明 li ll (“)ll—cx。。定义 曰一 (“)一 (O)。我们知道，要,m

证明

H

H(“)是一个同胚，只需证明

H

曰(“)是

H 

一 个同胚。因为 D—lAlL～lClK是一个 M-矩阵，根据引理 

1知 ，存在一个正定对角阵 T—diag{T1，Tz，⋯， }，使得 T 

[D—lA l L—l Cl K]。，所以存在一个充分小的正数e，满足 

ET(一D+lA l L+l C{K)] ≤一￡E<O (3) 

其中￡为一正数， 是单位阵。根据假定 1和假定 2，由式 

(3)得 

[ ] 曰( )一[ ] (H(“)一H(O)) 
一 [ ] [～( (“)一dO))+A( “)--f(0)) 

+C(g(“)--f(O))] 

≤l“l ET(一D+{AlL+lClK)]“l 
— l“l ET(一D+{AlL+lClK)] l“l 

≤一e ll“ll (4) 

使用 Schwarz不等式，得， 

￡l!“{l ≤ ll T ll ll“{l ll霄(“)l{ 

于是 ll曰(“)ll≥ — ，因此，ll曰(“)ll一+cx。。得到 

当 ll“ll一+。。时，ll H(“)ll一+cx。。 

根据上面两步，按照引理 2，我们知道 ，对于任意输入 “， 

映射 H(“)是 上的一个同胚，因此系统(1)有唯一的平衡 

点。证毕。 

3 平衡点的全局指数稳定性 

由于向量李雅普诺夫函数方法是分析大系统稳定性的重 

要工具[15,18]，下面我们利用向量李雅普诺夫函数方法来研究 

系统(1)的全局指数稳定性。 

定理 2 如果满足假定 1—3，且 D一{AlL—lClK是一个 

M一矩阵，则系统 (1)有一个唯一的平衡点，该平衡点是全局指 

数稳定的。 

证明：因为 D— lAlL一{C{K是一个 M_矩阵，根据定理 

1，系统 (1)有一个唯一的平衡点，记 “ 。令 z(f)—“(f)一 

“ ，系统 (1)被写成下面的形式： 

立 (f)一一 (z (f))+Z
，a Fj(为(t--to(f)))+量q t。。 

是 (f— )G，(“，(s))ds 

一 1，2，⋯ ， (5) 

其中 (五)一 (五+ )一 ( )，i=1，2，⋯， 。仍满足假 

定 2； 

F，(z， 一f，(z，+u： 一f，(u： 

(xj)一 (而+ )一 ( )， 一1，⋯ ， 

仍满足假定 1。根据系统(1)的初始条件可推得方程(5)的初 

始条件为 

(s)一 (s)一“ ，一∞<s≤O 

由于系统(1)有唯一的平衡点 “ ，因此方程(5)有唯一解 z— 

o。 

由于D—lAlL—lClK是一个M_矩阵，据引理 1知，存 
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在 8>O( 一1，2，⋯， )满足 

一 D&+ e(1n 【 +l c l )<o， 一1，2，⋯， 

构造函数 

s ( )一8(一D + )+ e[ laij l LJ+【c 【Po( ) ]， 
J一  

i一 1，2，⋯ ， 

很明显，S (O)<O。根据假定 3，P ( )是在[O， )上的连续函 

数，8>0。因此 S ( )关于 ／1是连续 的，于是存在常数 a>0， 

使得 

8(一D+口)+ ￡[ l“ l +l lP (口)Ks]<o (6) 

令 vi(￡)一ea (￡)l， 一( l，v2，⋯，Vn) 。沿着方程(5)的解 

计算 (￡)的右上导数。根据假定 1和假定 2，得 

D vi(￡)一 sgn薯{一 ( (￡))+ [“ FJ(xj(￡ vii 

(￡)))+c jt。。k (t--s) ( (s))as]}+口 l 

(￡)l 

≤ {(一Df+口)f (￡)f+
，

E
— l
U-,．f ll而(￡ 

(￡))【+ lff，l』t— k (t--s)l而(s)【ds)]} 

≤(一D +口)l (t) 

ey(t-r 。” (￡一 (￡))l 

“ l (s)ld ] 

≤(一D+口) (￡)+ [ 【“ l (t--r (￡)) 

+K l l Jt一 k (￡——s) “ ( )ds] (7) 

定义 集合 r一{ (z) 一8z，l>0，i一1，2，⋯， }和 n 

( )一{“：o≤“≤ ， Er}。令 一 { ， n  ra in {e~}， 

取 f0一(1+ )ll l{／ ，其中8>0是一个常数。不难得到 

vi(s)En( (Z0))，即 

vi(s)一 l (s)l<8zo，一。。≤s≤O (8) 

下面，我们证明 

vi(￡)<8Zo，￡≥O， 一1，2，⋯， (9) 

假若式(9)不成立，则由式(8)知存在 tt>O和某个 i，使得 

vi(￡1)一8zo，D ( (￡1))≥O， ，(￡)≤8zo (1O) 

其中一。。<￡≤￡t，J一1，2，⋯， 。可是按照式(6)、(7)以及式 

(1O)中vi(￡t)一8zo和 (￡)≤ez o，得到 

D ( (￡1))≤{8( Df+口)+ [ 【 【+K l 【P 

(口)]￡}l0<O 

而由式 (1O)知，D (vi(tt))≥0，这是矛盾 的。所以对 t 

≥O，有 (￡)<8zo。进一步，得到 

(￡)l<8zoe ≤(1+ )ll ll& ／ e 

=M il ll e ， ：1，2，⋯， 

因此 lui(￡)一ui*f≤M i{ 一u ll e～ ，其中M (1+ ) ／ 

。 根据定义 1，系统(1)的平衡点是全局指数稳定 的。证 

毕 。 

4 算例 

假设神经网络模型可表示为下面的微分方程形式： 

ul(￡)一--dl(“l(￡))一0．4fI(“l(￡一rI】( ))+o．3f2(“2(t 

一  (￡)))+0．15jt一。。kl(￡一s)gl(ul(s))ds+0．3 

jt一。。k2(￡一s)g2(“2(s))ds+J1 (1la) 

2(￡)一一d2(“2(￡))一0．25·A(ul(￡一r21(￡))一0．2 (u2 

(￡一 2(￡)))+0．1j 。。 l(￡一s)gl(ul(s))ds+0．1 

J t。。k2(￡ s)g2(u2( ))ds+J2 (1lb) 

其中fl(“)一sin((H／2)“)+u， (“)一sin(“)，gl(“)一g2 

(“)一(eu—e～)／(eu+ e～ )，dl(“)一 2u，d2(“)一u，kl(￡)一 

e一，k2(￡)一2／(1+ )。容易验证 (“)、 (“)和 gl(“)、g2 

(“)满足假定 1，且 L1—1+√2／2，L2—1，Kl K2—1；d1(“)， 

d2(“)满足假定 2，且 Dl一2、D2—1； l(￡)、k2(￡)满足假定 3。 

于是有 

A一 0．4

o 25 

’

o ]，c一[。‘o． 1 o。： ]，。一[： ]， ——．2 L ． ．1 LO 1 
L一『L 707。]，K一『 。] L 

0 1_J L0 1_J 

~f1]D一 A ICfKC一[ ]是一个 矩阵。 l一【】 h 【】．／ l 
根据定理 2，可判定神经网络(11)存在平衡点，且在平衡点全 

局指数稳定。 

结束语 由于时间滞后在神经网络的实现电路中不可避 

免，且常常导致系统工作性能不稳定 ，因此研究具有时间滞后 

的神经网络平衡点的存在性及其稳定性有着重要的理论和实 

践意义。本文通过构建向量李雅普诺夫函数，研究了一类具 

有分布时滞和可变时滞的神经网络的全局指数稳定性。在进 
一 步放松对激励函数约束条件的情况下，得到了该类动态神 

经网络平衡点的存在性、唯一性及其在平衡点全局指数稳定 

的充分判据。 
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