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摘 要 形式概念分析与粗糙集理论是两种有效的知识发现工具，已在各个领域获得成功应用。本文给出了一种将 

形式背景转化为集值信息系统的方法，证明了形式背景分析 中的对象粒协调集与由该形式背景导出的集值信息系统 

的协调集是等价的，并且分析了形式背景中三种不同类型的对象粒属性特征。最后给 出了形式背景 中属性粒的概念 

及相 关结论 。 
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Abstract Formal concept analysis(FCA)and rough set theory(RST)are tWO effective tools for knowledge discovery， 

and both have been successfully applied tO various fields．This paper indicates that each formal context can be trans— 

formed into a set—rvalued information system．It is proved that the object granular reduction in a formal context is equiv。 

alent to the attribute reduction in the set—valued inform ation system induced by the forrnBl context．The characteristics 

of three types of object granular attributes in a form al context are analyzed．Finally the conception and the conclusion of 

the attribute granular are given． 
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1 引言 

粗糙集理论是由波兰数学家 Z．Pawlak于 1982年提出的 

用于数据分析的理论【】]，其基本概念是等价关系和上、下近似 

算子。由等价类确定的可定义子集及其它子集合的上下近 

似，提供了知识发现的一种数学方法，已被应用于知识获取 、 

机器学习等领域，并且吸引了世界各地的学者对它进行研究 。 

对粗糙集理论的研究已被扩展到各种信息系统和非等价关系 

上 。 

形式概念分析_2]亦称为概念格理论 ，是 由 R．Wille于 

1982年提出的，其基本思想是基于对象与属性之间的关系建 

立一种概念层次结构，其中每个概念都是对象与属性的统一 

体。概念格通过 Hasse图生动和简洁地体现了这些概念之间 

的泛化和特化关系。作为数据分析和知识处理的形式化工 

具，形式概念分析 已经被成功地应用于数字图书馆及文献检 

索、软件工程、知识发现等领域。 

概念格理论和粗糙集理论作为两种不同的数据处理方 

法，从不同侧面研究和表现数据中隐含的知识，它们之间具有 

许多相似之处。概念格理论和粗糙集理论之间的关系引起了 

许多研究者的关注，已经有文献在一定程度上讨论了它们之 

问的关系。比如在概念格理论中引入近似算子_3 ]，或者将 

粗糙集的一些概念用概念格来表示l6_7_。 

本文给出了一种将形式背景转化为集值信息系统的方 

法，证明了形式背景中的对象粒协调集与由该形式背景导出 

的集值信息系统的协调集是等价的，从一定程度上说明了粗 

糙集与概念格之间存在着内在联系；并且给出了形式背景中 

三种不同类型的对象粒属性特征及每一种对象粒属性的判定 

定理。最后说明了形式背景的属性粒也具有相应的性质。 

2 形式背景、概念格与集值信息系统 

定义 2．1_2] 形式背景是一个三元组(U，A，D，其中U一 

{ ”， }是非空有限的对象集；A一{a 一，a }是非空有 

限的属性集；IGUXA是U和A之间的二元关系，( ，口)∈J 

意味着对象 具有属性a。 

对于集合 X U和B A，定义 

X 一{a∈AI V ∈X，( ，口)∈J} 

B 一{ ∈UI Va∈B，( ，口)∈J} 

如果 X 一B，B 一X，则称(X，B)是形式背景(U，A，D 

的形式概念，其中对象集 x和属性集B分别称为形式概念的 

外延和内涵。(U，A，D的形式概念全体构成一个完备格称为 

概念格 ，表示为 L(U，A，D，其中概念格的交和并运算定义如 

下 ： 

(Xl，B1)̂ (X2，B2)一(Xl nX2，(Bl UB2)一 ) 

(Xl，B1)V(Xz，B2)一((XlUX2)一 ，BlnB2) 

对 ∈U和a∈A，记 一{ } ，a 一{a} 

任意一个形式概念可以表示为它的外延 的对象概念的 

并 ，即 

(X，B)一 V ( 一 ， ) 
∈ X 

所有的对象概念{( 一 ， )I ∈U}的集合形成 了概念 

*)本文得到国家 973计划项目基金(项目号 ：No．2O02cB3122O0)和咸阳师范学院专项科研基金项目(06XSYK110)~g／J。宋笑雪 副教授，博 

士生，主要研究方向为粗糙集、人工智能的数学基础；张文修 教授，博导，主要研究方向为粗糙集、遗传算法、模糊集、人工智能等。 
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格的基础，即概念格中所有对象概念的集合反映了概念格结 

构的信息粒度。称基本外延集{32一 l ∈U}是概念格的对象 

信息粒L3]，简称为对象粒。 

定义2．2L2 ] 设(U，A，I)是一个形式背景 ，对任意属性 

集 C ，称(U，C，Ic)是(U，A，I)的子形式背景，其中 Ic—I 

r7(UXC)。 

对于集合x U和BCC，在子背景(U，C，k)中定义： 

X 一{口∈Cl( ，口)∈I，V．22∈X} 

B 一{ ∈Ul( ，口)∈I，V口∈B} 

显然，X 一X r-ic，X“一X 。 

定义2．3[ ] 称(U，A，F)是集值信息系统，若 U一{．22。， 
⋯

， }为对象集，每个 ( ≤ )称为一个对象；A={a 一， 

am}为属性集，每个 n，( ≤m)称为一个属性；F一{ ln∈A} 

为对象属性值映射，其中 ：U一 ( )(n∈A)，、，Ⅱ是属性n 

的值域， ( )表示 的非空子集全体。 

设(u，A，F)是一个集值信息系统，任意属性子集 B A， 

定义二元关系 

蹯 一{( ，．)，)∈UXUl ( ) (．)，)(VaEB)) 

并记[ ]吾一{y∈Ul( ，．)，)∈R吾}一{y∈Ul ( ) (．)，) 

(V12∈B)}。 

定义2．4[ ] 称B A是集值信息系统(u，A，F)的协调 

集，若满足 R 一醑 。若进一步对任意 6∈B，R2-㈣≠R ，称 

B是集值信息系统(U，A，F)的属性约简。 

记 D(x ，xj)一{12∈Al ( ) (xj)}(五，xj∈U)，称 

D(x。，蜀)为集值信息系统(U，A，F)在关系R 下的辨识属性 

集， 一{D(x ， ，)l( ， ，∈U)}为集值信息系统(U，A，F)在 

关系 R 下的辨识矩阵。 

定义 2．5[。 设(U，A，I)是一个形式背景。属性集 BC 

A被称为对象粒协调集 ，如果对任意 ∈U的都有 一 
¨  

。 进一步地 ，如果对象粒协调集 B的任意子集都不是 

对象粒协调集 ，则 B称为该形式背景的对象粒约简。对象粒 

约简保持对象概念的外延 32̈ ¨不变。 

设(己，，A，I)是一个形式背景， ∈U，12∈A，定义 

f{12}，( ，口)∈I 
'̂  =  

～ I ，( ，口) I 

并定义磁 ={( ，．)，)∈UXUl y2(V口∈B))(B A)。 

记M ( ，．)，)一{口EAl( ，．)，) R2)一{a∈Al } 

( ，yEU)，称 M ( ，．)，)为形式背景 (己，，A，I)的对象粒辨识 

属性集， {M ( ，．)，)l( ，Y∈U)}为形式背景(u，A，I)的 

对象粒辨识矩阵。 

定理 2．1 设(己，，A，I)是一个形式背景，则 yE．22“¨的 

充要条件是Ÿ  ～。 

证明：对 yELz ，有(．)，，口)∈I，V口∈oz" ，且p V口∈A， 

若( ，口)∈I，则(．)，，口)∈I。所以有 Y“ ～。 

反之，对 Y“ 一，若 ．)， ¨一，则 口∈A，使得(．)，，口) 

I，即 口EA，( ，口)∈I，而(．)，，口) I，这与 Y“ z̈ 矛盾。 

所以当 Ÿ  ¨时，yE oz"̈ ～。 

3 由形式背景导出的集值信息系统 

设(U，A，I)是一个形式背景，定义如下映射 ： 

一  

则得到一个集值信息系统(u，A，F)，称(u，A，F)是由形式背 

景(己，，A，J)导出的集值信息系统。显然，形式背景(己，，A，I) 
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中的R 与相应的集值信息系统(U，A，F)中的蹯 等价。 

例 1 表 l给出了一个形式背景(U，A，I)，其中对象集U 
一 {l，2，3，4，5}，属性集 A一{12，b，c，d，e}。表 2是由它导出 

的集值信息系统。 

表 1 形式背景 

b d 

1 O 1 O 1 O 

2 1 O 1 O 1 

3 1 1 O O 1 

4 O 1 1 1 O 

5 1 O O O 1 

表 2 由表 l所示的形式背景导出的集值信息系统 

b d 

1 {0) {1，0) {0) {1，0) {0) 

2 {1，0) {0) {1，0) {0) {1，0) 

3 {1，0) {1，0) {0) {0) {1，O) 

4 {0) {1，0) {1，0) {1，0) {0) 

5 {1，0) {0) {0) {0) {1，0) 

定理 3．1 设(U，A，I)是一个形式背景，(U，A，F)是其 

导出的集值信息系统，则有 ““一[ ] 。 

证明：VyE[ ，有 (z) (．)，)(V12∈A)。由 

( )的定义，可以得到V12∈A，若 ( ，12)∈I，则(．)，，口)∈I，即 
Y“  ～

。 由定理 2．1，则有 Y∈ “一。所以[ ] 
A 一

。 

设 yE “～，则由定理 2．1，有 ÿ 2x一，即v口EA，若 

( ，口)∈I，则(．)，，“)∈I，所以有 ( ) (．)，)(V12∈A)，则 ．)， 

∈[ ] 。因此 “¨ [ ] 。即证。 

由定理 3．1显然定义 2．4与定义 2．5是等价 的，即形式 

背景分析中的对象粒协调集与由该形式背景导出的集值信息 

系统的协调集是等价的。 

推论 3．1 设(U，A，I)是一个形式背景，B A，如果 瑞 

一 R ，贝0有 一 。 

证明：设(u，A，F)是由形式背景(u，A，I)导出的集值信 

息系统，则由磁 一 ，可得在集值信息系统 (U，A，F)中有 

R吾一 ，所以[ ]吾一[ ] ，由定理3．1， 帅= ̈ 一。 

推论 3．2 设(U，A，I)是一个形式背景，则以下结论成 

立 ： 

(1)当Bl B2 A时，R鱼 R 。 Ri； 

(2)当Bl B2 A时， 1 。1 柏2蚰2 ¨ A； 

(3) 一{ 邶邶l ∈U}是 U的一个覆盖(B A)。 

例 2(续例 1) 由表 1可以得到 

1 一{1，4}，2 一 {2}，3 一{3}，4 = {4}， 

5 一{2，3，5} 

由表2可以得到 

E112一{1，4}，[2] 一{2}，[3] 一{3}，[4] 一{4}，[5] 
一 {2，3，5} 

显然有 A*A=[ ] 。 

例3(续例 1) 表2给出的集值信息系统的辨识矩阵为 

D= 

{6， } { } ≠ {6，d} 

{口，c， } {c} {口，c} ≠ 

{口，P} {6} {口， } {6} 

{c} {6， } {c， } {6，c， } 

{口， } {口， } ≠ 
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取 B】一{Ⅱ，b，c， }，B2一{6，c，d，et，则 B1和 都是表 2 

所示集值信息系统的协调集，所以也是表 1所示形式背景的 

对象粒协调集，进一步可以验证它们也是对象粒约简集。这 

与文[8]中的结论一致。 

4 形式背景的对象粒特征 

设 一{& 】是≤z)是形式背景(U，A，J)的对象粒约简集 

全体，记 

C—FIB ，K— tJB 一C， 一U一(KUC) 

称 c为(U，A，J)的对象粒核心集 ，K为(U，A，J)的对象粒相 

对必要集√ 为(U，A，J)的对象粒不必要属性集。 

定理 4．1 设(U，A，J)是一个形式背景，则 以下命题等 

价： 

(1)n是对象粒核心属性； 

(2)存在 ，yEU，M (z， )一{a}； 

(3)R ， } R ； 

(4) A { )) A {“}’ A A。 

证明：(1)∞(2) 见文[8]中定理 3．2。 

(2) (3)由(2)知，存在 ， ， ，且 (6≠ 

a)， 

所以( ， )∈ )，( ， ) R ，从而 麟 { ) R 。 

(3) (1)若 a不是对象粒核心属性，则存在对象粒约简 

B，使 a B，于是 B A一{a)，从而 懿 磁 麟 ，与(3) 

矛盾 ，则证。 

(3)∞(4)由推论 3．1即得。 

定理 4．2 设(U，A，J)是一个形式背景，则则以下命题 

等价： 

(1)n是对象粒不必要属性； 

(2)R (n) 三R ，其中R (Ⅱ)一U{R ㈦IR 三R ，B 三 

A}； 

(3)U{ (B--{a} ’I ，B A} 。 “。 

证明： (1)(2)若 a是对象粒不必要属性 ，则 a不存在于 

任何对象粒约简之中。于是 V磁 (B A)，有 R ) 

麟 ，否则，若 R乩) R ，则 VB B{a)，有 R ， 麟 ，从而 B 

是对象粒约简，且 a∈B，与 a是对象粒不必要属性矛盾。 

(2) (1)若 R (n) R ，则 VB A，R R 时必有 

R?3 } R =R2 U ，于是磁 n(R2)～ ， 

所以磁 _nj一懿 t_J(R 一)n(R2)～) 麟 ，即a不存在 

于任何对象粒约简之中，所以a是对象粒不必要属性。 

(2)∞(3)由推论 3．1即得。 

定理 4．3 设(U，A，J)是一个形式背景，则 

(1)a是对象粒核心属性当且仅当R ～} 麟 ； 

(2)n是对象粒相对必要属性当且仅 当R } 麟 ，且 

R (口) R ； 

(3)a是对象粒不必要属性当且仅当R (n) 。 

证明：由定理 4．1、定理 4．2即得。 

例 4(续例 3) 表 2集值信息系统的属性约简集是 B ： 

{a，b， d)，B：一{b，c，d，e)，所以表 1形式背景的对象粒约简 

集也是 B 一{a，b，C，d)，B。一{b，C，d，e)，于是形式背景的对 

象粒核心属性集 c一{b，c，d}，相对必要属性集 K一{a，e}，不 

必要属性集 J一西。 

由于(3，5)∈懿．．．{。}，而(3，5) R ，从而 R2 6 R ，与 

b是形式背景的对象粒核心属性特征一致。 

又因为 1 一{1，4}，2 一 {2，4}，3 一 {1，3， 

4}．4 B B 一{4}，5 一 {1，2，3，4，5)。 

1* * 一 {1。4}，2 一 {2}，3 一 {3}，4 一 

{4}，5 一{2，3，5)，其中 B 一{b，C，d)， 一{b，cd，e}。而 

1 一 {1，2，3，4，5}，2⋯ “一 {2，3，5}，3 一 {2，3，5}， 

4 一一{1，2，3，4，5)，5⋯ “一{2，3，5)。从而 ， ，且 

(2，4)ER (n)，而(2，4) ，R (n) R2，与 a是形式背景 

的对象粒相对必要属性特征一致。 

5 形式背景的属性粒约简 

形式背景中对象和属性的地位是对称的，所以在概念格 

中对象与属性具有对偶性。下面我们不加证明地给出形式背 

景的属性粒约简的主要结论。 

任意一个形式概念也可以表示为它的内涵的属性概念的 

交，即 

(X，B)一 八 (口 ，a一 ) 
n∈B 

称基本内涵集{a一 {aEA}是概念格的属性信息粒 ，简称为属 

性粒。 

定义 5．1 设(U，A，J)是一个形式背景。对象集 V U 

被称为属性粒协调集，如果对任意 的 a∈A都有 a 一 

a ～
。 进一步地，如果 V的任意子集都不是属性粒协调集， 

则V称为该形式背景的属性粒约简。属性粒约简保持属性 

概念的内涵 a “ 不变。 

定义5．2 设(u，A，F)是一个集值信息系统，任意对象 

子集V U，定义二元关系： 

R 一{(巩，aj)∈A×Al厶 ( ) -厂“
．

( )(VxEV) 

并记 ] 一{aj∈Al(n ，a )∈R )一{q∈Al-厂“．( ) 

( )(V ∈V))。 

称 V U是集值信息系统(U，A，F)的对象协调集，若满 

足 R 一碰 。若进一步对任意 ∈V， ㈨≠Rf ，称 V是集 

值信息系统(u，A，F)的对象约简。 

记 D(a ，a )一{xEUI-厂“． ( ) -厂“．( ))(al，a EA)，称D 

(n ，a )为集值信息系统(U，A，F)在关系 R孑下的对象辨识 

属性集， 一{D(a ，a )I(n a，EA)I)为集值信息系统(U，A， 

F)在关系j 下的辨识矩阵。 

前面已经证明了形式背景的对象粒约简等价于相应的集 

值信息系统的属性约简，即可以通过集值信息系统的辨识属 

性集 D(x ， )一{口EAI-厂“( ) -厂d(乃))( ， ∈U)构成的 

辨识矩阵来计算形式背景的对象粒约简。类似地，可以证明 

形式背景的属性粒约简等价于相应的集值信息系统的对象约 

简，即可以通过集值信息系统的对象辨识集D(a ，aj)一{ ∈ 

UI ( ) ．( ))(n ．a ∈A)构成的辨识矩阵来计算形式 

背景的属性粒约简，即有以下结论： 

定理 5．1 设(U，A，J)是一个形式背景，则 6∈a 的 

充要条件是 b 。～。 

定理 5．2 设(U，A，J)是一个形式背景，(U，A，F)是其 

导出的集值信息系统，则有a 一 ] 。 

结论 概念格理论和粗糙集理论之间具有许多相似之 

处 。粗糙集理论利用等价关系对数据表进行分类，概念格理 

论的基础是形式概念以及形式概念之间的一种有序的层次结 
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进行合理分类，考虑对求解环境的要求，明确各种算法适合的 

问题类。求解中多Agent之间的协调主要通过规定的通信机 

制进行，多个Agent之间的合作形式呆板、机械，引入 Agent 

的社会性特征以及更灵活、有效的求解组织结构也能为 DC— 

SP和 D(、0P的求解带来益处。现有算法对求解环境的动态 

性和实时要求方面的研究仍不够深入，在多局部变量、信息保 

密等方面专门针对 DCOP的工作还未见到。 

与其他方法的结合 。在大规模的复杂领域中，需要组合 

各种技术，彼此扬长避短。可以和DCSP与DCOP结合的、用 

于构建多Agent系统的方法包括 BDI方法、对策论和拍卖方 

法、DisPOMDP方法等，其中，DCOP发挥利用局部交互获得 

局部或全局最优的优势。在这方面 M．Tarnbe等人的工作嘲 

已经做了很好的示范，也还有待深入。 

应用领域的拓展。传统 CSP的应用已经拓展到了语义 

Web等领域l2 “。在 Internet背景下，DCSP和 DCOP应用 

于知识工程领域也将是一件很自然的选择，这也对 DCSP和 

D(、0P的求解提出更高的要求。 
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构。概念格理论和粗糙集理论之间的关系已经引起了许多研 

究者的关注。本文讨论了一种将形式背景转化为集值信息系 

统的方法，证明了形式背景中的对象粒协调集与由该形式背 

景导出的集值信息系统的协调集是等价的，说明了粗糙集与 

概念格之间存在着一定的内在联系；并且给出了形式背景 中 

三种不同类型的对象粒属性特征及每一种对象粒属性的判定 

定理。 
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