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基于有环因子图的密度进化理论分析 ) 

童胜勤 邓勇强 

(华中科技大学电子与信息工程系 武汉430074) 

摘 要 密度进化理论是分析低密度校验码的迭代译码性能的有效工具。本文在对密度进化理论进行研究的基础 

上，探讨了基于有环因子图的密度进化方法。首先讨论了有环因子图中环存在的情况，得到了环存在的概率表达式。 

然后研究了迭代译码算法中误码率的进化情况，在加入环存在对译码的影响因素后得到了迭代译码中误码率的进化 

表达式。在对该式讨论中，获得了有环情况下密度进化对信道奈件的要求，即译码 门限。本文的研究表明，在考虑因 

子图中存在环的情况下进行密度进化分析时，其获得的译码门限要低于不考虑环存在的情况。 
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A~tmct Density evolution(DE)is one of the most powerful tools for analyzing the performance of low-density parity- 

check (LDPC)codes．W ith cycle-free factor graph as one of its fundamental assumptions，density evolution has been 

widely and successfully applied to different channels．An improved density evolution based on cycled factor graph is 

proposed in this paper．Research on the cycled factor graph and then the probability form ula of cycles in the factor 

graph is presented．Then the error bit probability of iterative decoding algorithm based on cycled factor graph is stud～ 

led，and the form ula of error bit probability is developed．The thresh hold is got based on the analyzed this form ula．It 

iS shown that thresh hold of cycled factor graph iS 1ower than the value of cycle-free case． 
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1 引言 

低密度校验 (Low Density Parity-Check，LDPC)码是 

Robert G．Gallager于 1962年提出的编码l】 。然而因为各种 

原因，LDPC码沉睡了 3O来年 ，直到 1993年具有划时代意义 

的Turbo码提 出来以后 ，在 Turbo码 的启发下，才有 D_J． 

Mackay、̂／L Neal和 N．Wiberg等人对 LDPC码重新进行了研 

究。他们发现 ，LDPC码与 Turbo一样具有逼近 Shannon限 

的性能。自1999年以来，这方面的研究文献开始大量 出现， 

LDPC码已成为编码领域中的一个研究热点[2 。 

在 LDPC的研究过程中，人们引入了因子图来表述该码 

的校验节点与变量节点之间的关系，它的译码算法就可以使 

用因子图来直观说明。LDPC码 的译码主要是置信传播算 

法，在译码过程中，与译码有关的信息沿着因子图中的边在节 

点中不断地迭代传递与修正。迭代消息传递与修正的目的在 

于使图上流动的消息向正确的方向集中。Richardson等人在 

Gallager的研究基础上，通过对无环因子图上变量节点和校 

验节点发送信息的研究，建立了密度进化理论，用于分析迭代 

译码过程中LDPC译码器对发送消息概率密度函数进化的影 

响_3]。应用密度进化理论可以准确地计算出 LDPC译码阈 

值，从而可用于测度 LDPC码的渐进平均性能。 

Richardson的密度进化理论是建立在无环因子图上的， 

并且需要传输信道满足两个条件：对称性条件和独立性条件， 

因而有一定的局限性。近年来，有人针对不同信道条件下的 

进化理论进行了研究C4,s]。本文则侧重于对有环因子图上的 

进化理论进行探讨，以期获得有环情况下的密度进化分析方 

法 。 

2 密度进化理论 

设一个构造参数为(．N， ， )型的规则 LDPC码，其中 

．N是码长 ， 和 d 分别是变量节点和检验节点的度数。在 

无环 Tanner图上，一个校验节点 向相邻变量节点-z发送的 

校验消息被限制为来 自其他 dc一1个相邻校验节点的输入消 

息 "Ol，⋯， 1的函数，记为 “一 “ ("Ol，⋯， 一1)；同样，一 

个变量节点-z向校验节点 发送的变量消息被限制为来自其 

他 d 一1个相邻校验节点的输入消息 “ 一， ．． 的函数，记 

为 =仇“ (“ 一， 一1)，z表示迭代次数。 

LDPC码的译码算法通常被称为置信传播算法或和积算 

法，可用图 1的因子图表示。图中{ ：i一1，2，⋯，M}表示校 

验节点，{z，： 一1，2，⋯，N}表示变量节点，其中 M 和 N 分 

别表示校验矩阵H一(̂ ，) × 的行和列，令集合 M( )一{i： 

h 一1}表示与变量节点 而 相连的校验节点集合，．N( )一{i： 

h 一1}表示与校验节点 相连的变量节点的集合。初始消 

息 厂J。是信道转移函数，R 是校验节点 向变量节点 -z 传 

递的校验信息，表示 根据其他变量节点{Xk：志≠ ，k∈N 

( ) 的当前状态向-z，宣称的“而一a使 满足”的可信度； 

*)国家自然科学基金重大项 目“未来移动通信系统基础理论与技术研究”(No．60496315)；国家高技术研究发展计划 (863计划)(No． 

2003AA12331005)。邓勇强 博士研究生。 
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Q，。是z，向z 传递的变量信息，表示 z 根据其他校验节点{ 

： 走≠ ，kEM(j)}以及 向 宣称“而一n”的可信度。 

密度进化理论就是基于这类译码算法及其因子图而建立 

的。在应用密度进化理论对 LDPC的译码进行分析时必须满 

足两个基本的前提条件 ：一个是独立性条件，另一个是对称性 

条件。 

独立性条件指的是，在迭代译码过程中，变量节点和校验 

节点获取的信息是独立的。如同在一个树图上，即因子图上 

不存在环，所有的消息向一个方向传递，不存在重复信息。 
zl Z 

图1 置信传播译码的因子图表示 

对称性条件定义是(信道为二元输入编码信道情况时)： 

(1)信道对称 。设信道的输入和输出分别为 乃 和y ，如 

果信道转移概率满足等式 

P(∞一口I 一+1)一P(M一一qIz，一一1) (1) 

则称信道是输出对称的，简称信道对称。 

(2)校验节 点对称。对于任意 ±1随机序列 (b ，⋯， 

bd )，校验节点的消息满足等式 c 
n 

“ (6lvl，⋯ ，b．v )一毂‘ ( ，⋯， )(II ) (2) 

称为校验节点对称。 

(3)变量节点对称。当变量节点的消息满足等式 

”(一讹 ，一Ul，⋯ ，一‰)一一 (讹，Ul，⋯，‰) (3) 

且 (一讹)一一 (讹)时，称为变量节点对称。 

当对称性条件满足时，设 Pe“ (z)是码字 z经过 1次迭 

代译码后的错误概率，则 Pe“ (z)独立于 z，即译码错误概率 

独立于传输码字。 

Richardson等人在对 LDPC码的迭代译码算法的研究中 

发现口]，无论什么样的信道，在满足以上无环因子图和两个假 

设条件下，总能找到经 1次迭代后译码错误概率密度函数的 

表达式。如果我们能将信道情况用一个参数表示，那就能把 

译码错误概率密度函数表示为该信道参数的函数，并可以求 

得这样的一个信道参数值，它将使得在所有小于该值的信道 

里面，在一定的迭代次数后，译码错误能趋于 0。 

3 有环图上的密度进化方法 

在有环图上讨论密度进化的方法，需先要考虑存在的环。 

为便于分析，可将图 1所示的因子图展开成为图2所示的树。 

对于(N，d ， )的LDPC码，记 为 2z层深度树上的 

变量节点总数，则 

觚 一 ∑( 一1) ( 一1) (4) 
2— 0 

图2 LDPC码的树状表示 

记 G 为 2z层深度树上的信息节点总数，则 

G一1+ ( 一1)∑( 一1) (de一1) (5) 

我们用 表示深度为d的树中边e的集合 ，这里边 e 

即对应因子图 1中变量节点与信息节点之间的连线。令 m 

表示因子图中所有校验节点的数 目， 表示因子图中所有变 

量节点的数目。对于一个因子图，考察其环存在的概率的问 

题可以转化为能否展开为树的概率。以因子图中的校验节点 

为根，展开成树，设当展开深度为 2l(1=0，1，⋯)时，仍然表现 

为树的形式，即还不存在环 ，继续进行树的展开。此时从该树 

的最底层的叶子结点展开，此时的叶子节点为变量节点，不失 

一 般性，设展开 k(k=0，1，⋯)根边后依然保持为树 ，则第 k+ 

1根边仍然保持为树的概率为 

一  等一 一 ≥ 一 ㈣ 
因此，当以因子图中校验节点展开成树时， 为树， 仍 

然保持为树的概率满足 

声≥ (1一 )q+l Cl (7) 

同样，以因子图中变量节点展开时， 为树 ， 仍然 

保持为树的概率满足 
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校验节点 c 

变量节点 v 

( 1)个校验节点 

(《一1)(d-1)个变量节点 

户≥(卜 M ~)Ml+l (8) 

则展开成 2(／+1)深度时不能成为树的概率表达式，即存在 

环的表达式 为 

≤1一(1一 ) +1 Cl(1一 ) +l一 
m  

／ ／  +丢c ≤
— —  (9) 

其中，／=0，1，⋯。式(9)中，分子部分为 l的函数，故可令 y 

(z)一M 十 c 。，则环存在的概率 P 满足表达式 
‰  

≤趔  (1O) 

得到了环存在的表达式，可以考虑在密度进化中加入环 

的因素进行讨论。在二元对称信道(BSC)下，对 Gallager在 

文[1]中提出的译码算法进行密度进化分析。 

设 BSC的转移概率为 ，此即为信道初始误传概率，经 

过第一次迭代后的错误概率由两部分组成。一部分错误的比 

特被纠正，根据 Gallager在文[1]中提出的引理 1，并加入环 

的影响因素，被纠正的概率为 

po『_ (1--Pc)-I (11) 

上 
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另一部分是经迭代后，新产生的误码，这部分的概率为 

(1--p0)『 (1+ ～ (12) 
L 

则经过第一次迭代后，误码概率进化为 

Pl=Po-- po『_ 上 二 (1一P )] +(1一P。) 
k 厶 

『 (1+P )] (13) L 

故经过 ￡次迭代译码计算后 ，误码率 P 进化为 

A — Po～ po『_ 上 二 ! (1一P )] +(1一 
L 厶 

)『 (1+ ] 一 (14) L 

通过上式我们知道，经过 z次迭代译码计算后，误码率 P 

总能表示为初始误码率与迭代次数￡的迭代函数。对于固定 

的一组 LDPC码 ，其因子图中环在迭代译码过程中对误码率 

P 的影响只与迭代次数有关，这是可以理解的：只有迭代译 

码的次数达到或超过环长，译码信息被环传回时，因子图中的 

环才会较低译码的性能。但是在对 LDPC码进行分析时，环 

的存在概率及其长度不能精确表述(这与 LDPC码的构造方 

法有关)，为便于分析，我们在此处将环存在的概率取其上限 

值，即对(10)式取等号，因而我们分析的是其最差的情况。 

式(14)是在初始误码概率P。的情况下，经过￡次迭代译 

码后，误码率 P 是P一 的函数关系表达式 。当 Po固定时，P 

是P一 的单调递增函数，图 3给出了d 一3， 一6时，对应不 

同Po值 P 与P一 的关系曲线。对于我们的译码算法，希望 

能够经过一定次数的迭代运算，误码率 P 能够趋于 0，使得 

译码成功，也就是须使得 

limpz—O (15) 
￡—●∞  

通过求解上式，可获得满足(15)式的P。上限值 po"一O．0325。 

当 < 时，经过一定次数的迭代译码后，误码率总能收敛 

于0，即可成功译码；当Po≥ 时，迭代译码的误码率总不能 

趋于 0，即不能成功译码。图4中给出了在不同的 Po值的情 

况迭代译码误码率的收敛情况图。从图中我们可以看到，当 

Po≥ 时，迭代译码的误码率不能收敛与 0，无论经过多少 

次译码，总是存在误码；当Po< 时，经过 ￡次迭代译码后 

的误码率P 的收敛速度与Po成反比，Po越小 Pz收敛越快。 

图 3 不同Po值时 P 与P一 的函数关系曲线 

在本文的分析中，Po定义为初始误码率，即信道的转移 

概率，直接与信道的状况相关，可以视为信道状况的综合参 

数。因而，对于某一信道，总能找到一个参数对其进行描述， 

当信道状况优于该参数时，则能够通过迭代译码成功译码，否 

则就不能。该参数被定义为信道的译码门限。 

塞 

码  

误 

图4 不同 Po值时P 的收敛情况( 一3， 一6) 

在因子图中有环的情况下 ，由于环的存在影响了译码算 

法的性能，因而也就降低 了译码门限。表 1中给出了不同 

、 时，本文考虑环存在的情况下的译码门限与Richardson 

在文[3]中的无环假设情况下的译码门限比较。可以看出，当 

存在环时，译码门限要低于无环假设情况下的值 ，也就是要求 

更好的信道条件才能获得相当的译码成功。 

表 1 考虑环与不考虑环情况下的信道门限值对比 

码率 (不考虑环) (考虑环) 

3 6 0．5 0．04 0．0325 

4 8 0．5 0．047 0．042 

3 5 0．4 O．O61 0．056 

4 6 0．333 0．O66 0．063 

结束语 密度进化是分析和优化设计 LDPC码的有效理 

论工具 ，Richardson等人提出该理论时是基于无环因子图进 

行分析的，本文对基于有环因子图上的密度进化理论进行了 

初步的探讨。在获得因子图中环存在的概率表达式后，将其 

应用于迭代译码的密度进化中，得到了 BSC信道下 Gallager 

提出的译码算法的误码密度进化公式，从而得到了该信道情 

况下的译码门限。本文研究表明，在考虑因子图中存在环的 

情况下进行密度进化分析时，其获得的译码门限要低于不考 

虑环存在的情况。 
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