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摘 要 2-D strip packing问题指将带有价值的矩形物品装入长宽固定的箱子 中，使其装入的物品价值最大。基 于装 

箱的期望目标e，提出一种新的分组构造函数，结合装箱矩形特点计算出最优分组参数U并对矩形进行分类，同时对不 

同类别的矩形引入相应的数据结构，最后对不同类别矩形基于箱子x轴的U等分点进行填充，使其装入的物品价值 

最大。文中的主要贡献在于：提出了一种有效的分组构造函数；计算出了对应的最优分组参数 “；简化了不同类别箱 

体的数据结构以及相应的装箱算法；特剐地，在期望目标 E、多项式时问复杂度和至少装入(1--O OPT价值物品的情 

况下，可将所需箱体宽度从 1+e减小到 1，而高度保持不变。 
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Abstract The 2-D strip packing problem is the problem of loading a subset of a given set of rectangular boxes with 

profits into a rectangular eontmner SO that the stowed profits is maximized．The paper presented u-Block optimization 

algorithm to find more efficient parameter of block for any value．A new data structure was introduced for different clas— 

ses of rectang les．At last，u-points of the X axis of the different kinds of rectangular boxes were filled to the maximum 

profits of the items．Two algorithms were developed，one is an effective block parameter“，another is block selection al— 

gorithm based on a simplified data structure．In particular，we presented polynomial time approximation for any valu~In 

the case of polynomial tim e complexity and e．we can reduce the required box width from 1+e to 1，while the beight re— 

mains the SaHle． 

Keywords u-Block，2-D packing problem，Approximation scheme，NP-hard，Heuristics 

2一D packing 问题是一类关于空间利用最优化的 NP难 

题。它研究在给定的矩形区域内如何对一组矩形模块进行互 

不重叠的最优布局，它在工程领域和实际生活中的应用都非 

常广泛 ，比如：板材切割、报纸版面编排、集成电路元件排放、 

运输的装箱等。2一D packing问题是一类将给定 的 个矩形 

物品尽可能多地装入箱子的问题。有些问题对箱子数 目限 

定，有些也对箱子大小限定，还有些对是否允许对待装的矩形 

进行旋转的限定。如果待装物品带有价值，则考虑的是如何 

装人箱子使其价值最大。国内外解决 2一D packing问题的方 

法可分为随机型和确定型算法。最新的随机型算法主要有遗 

传算法和模拟退火算法r】 ]等；确定型算法主要有启发式算 

法[ ]和分支限界法L8 等。 

2一D strip packing 问题是2一D packing问题装箱物体带有 

价值的一类问题。我们考虑如何将 个大小属于(O，1]×(o， 

1]且带有正价值的矩形物品在矩形不旋转的情况下装入长宽 

固定为 1的箱子，使其价值最大化。在预期 目标 s>0下，目 

前国内外能达到多项式时间复杂度 的近似算法很多，例如 

Jansen和Zhangz。]能取得(2+￡)一近似最优，HarrenE 将最优 

近似比提高到(1．25+￡)。也有一些通过扩充箱体取得最优 

解，其中最有代表性的是 FishkinE“]，其通过扩充箱体到[0， 

1+￡]×[O，1+e]来保证装箱价值不低于(1一e)OPT，其中 

OPT是最优装箱价值。本文算法对期望值 e计算最有效分 

组参数U，并对矩形物品的长宽大小进行分类，对不同类别的 

矩形采用简化的数据结构和相应的装箱算法，在多项时间内 
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将价值至少为(1一￡)oPT的物品装入大小为[0，1]×[O，1+ 

e]的箱体中。 

1 问题描述 

给出形式化定义：待装矩形物品R一{n，rz，⋯， }，每个 

物品的价值为 户(n)，长度表示为Z(rf)，宽度表示为 叫( )，其 

中 ( )≥O，z( )∈(O，1]，叫( )∈(O，1]。 

问题的目标：选择 R 中的一个子集R 装人长宽皆为 1的 

箱体 A中，使其价值 p(R )最大；且装入的矩形不重叠也不交 

叉，矩形也不能旋转，只能保持原来 的方 向。其 中p(R )一 

。 

( 。 

2 ll-分组优化算法的数据结构 

2．1 l卜分组策略 

该策略的主要思想是：在期望目标 ￡>O下构造区间函数 

九，并计算最有效分割参数 “，基于参数 “对装箱物品进行分 

成类。 

基于期望 目标 ￡，为实现构造区间函数 ，给出以下几个 

定义。 

定义 1 e=min(i／2，e／4)，其中e>0为期望目标值。为 

方便处理，对 1／￡ 取偶数。基于 ￡构造 ￡ ，使得本文算法可以 

得到所需要的近似比。 

定义 2 OPT= ∑ ( )，其中 S 为 2一D strip packing 
0E-R 

问题的一个最优算法，R 是 S 算法选择出的矩形的集合。 

0P丁表示最优解R 的总价值。 

定义 3 区间函数 一( )。 一 ， ≥2，其中 一￡ 。 

构造区间函数 用于装箱物品的分类。 

定义 4 彤 一{rl rE R ， (r)∈( ， 一 ]，Z(r)∈( ， 

一

1])， ≥2。利用区间函数 ，定义长宽介于( ， 一 ]的矩 

形 。 

引理 1 在整数序列 2，3，4，5，⋯，4／e +1中存在一个整 

数 ，使得 p(R )≤(￡ ~2)OPT，其中p(R )一 ∑ P( )。 
∈R 

根据 的定义，V rER 至多属于两个这样的集合，故 

∑ ∑ P( )~20PT，且由 e 的定义可得到引理 1。 
l
∈R 

由于 叩是一个常量，虽然最优解集合 R 是未知的，但可 

以在 O(n“ ’)复杂度下穷举所有可能的 计算出 叩使得选 出 

的箱体具有最大价值。 

定义 5 一9／u +1，其中 u=A 。 

基于 “的值对矩形物品分类，根据矩形的长度可分为长 

型(L_型)、短型( 型)和中间型(M1．一型)3类，它们的形式化 

定义为：L一{rl r∈R，z(r)>“}，B一 {rI r∈R，1(r)≤ )， 

M ={rI rER， <z(r)≤“}。同样 ，根据它们的宽可分为宽 

型(W-型)、窄型(N-型)和中间型(Mw一型)，相应的形式化定 

义为：w一{r【r∈R，叫(r)>“}，N一{rl r∈R， (r)≤ }， 

Mw：{rl rER， < (r)≤“}。以上对于类型矩形在最优解 

中对应的集合，我们也给出形式化定义：L ：LnR ，B 一 

BnR ， =ML nR ，W 一WnR ，N 一NnR ，Mfv— 

Mw nR 。 

因“一 ， 一A什 ．故 M U懈 ，根据通过引理 1计算出 

的 叩值 ，得到的价值 p(彤 )≤(￡ ~2)OPT，故在后面处理矩形 

装箱时忽略MI：U愉 类型，即只需考虑 型、 型、W 型和 

N一型，它们最多能组成 Lw一型、LN一型、BW一型和 BN-型。 

2．2 LW-型和 LN-型的数据结构 

其主要思想是：放大 Lw一型和 LN一型长度到最接近 “。的 

某个倍数，装箱的位置对齐至分割线。 

以箱体 A的长作为笛卡尔坐标的 X轴，宽作为 Y轴，对 

X轴按间隔 “ 画分割线。将 尺 中 Lw一型和 I N一型的矩形的 

长度放大到最接近某个 “ 的倍数，放置位置首先从箱体 A 

的左下角开始，沿着 X轴水平右移直到它们放置的 X轴坐标 

刚好是 “ 的倍数。 

引理 2 将 R 中 LW一型和 I Nm型矩形的长度放大至最 

接近某个 U 的倍数，装入箱体 A的长度至多增加 2“。 

由于 LW-型和 LN一型的长度至少为 ，因此装入箱体 A 

的长度至多增加 2u (1／u)一2u。在后续装箱 中将箱体 A的 

长度增加到 1+2“，记为 A 。 

2．3 BW-型和 BN-型的数据结构 

主要思想是：引入碎片容器 F来处理 BW 型和 BN_型， 

缩小 F的宽度到 F ，进而保证其 价值损失不超过 (￡ ／4) 

oPT。 

(1)生成容器 F，并移走放置在 F分割线上的箱体。 

对箱体A 的X轴按间隔 “ 等分，可分成(1+2u)／u 个 

区间，每个区间简称长条。在 3．2节放置 LW-型和 LN_型后 

将长条分割成更小的空白碎片，记为 F(见图 1)。S 中的装 

箱方案可能会使得 BW-型和 BN-型位置处于相邻的两个容器 

F的分割线上。通过移走右边容器部分 BW-型和 BN一型矩形 

腾出空间来装原来处于分割线上的矩形。首先对容器 F沿 X 

轴按间隔 3u~进行分割，每个细块记为 E。由于每个 F可分 

为 (3／uO个长度为 3 的细块 E，其中 “。(3／u*)>1／4￡，因 

此 F中至少存在一个细块 E (S 算法置于 E 中的 BW-型和 

BN一型物品)的价值至多为(￡ ／4)OPT(F)，其中OPT(F)为 

S 放置在 F中的矩形总价值 ，E，的长度大小为“ ≤z(E)≤ 

3 。接着将 S 中置于 块的矩形移除，得到新的空白区间 

E 。最后将 S 中位于两个相邻 F容器分割线上的 BW-型和 

BN一型矩形移到E 中，使得没有矩形放置在 F的分割线上，这 

样处理后损失的价值至多为(￡ ／4)OPT。 

I I l 

l l l 
I I I 

J J l 

0 

图 1 箱子分割图 

(2)对 F缩小宽度、放大长度，使其能装入同样的矩形。 

对于 S 算法中至少有一个 BW一型装入容器 F的问题。 

做如下处理：首先移除 F中的所有 BN一型矩形，再将 BW-型 

沿着 Y轴垂直往下移动至 F的底部或位于它下面矩形的顶 
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部 ，在 F内生成新装箱方案，它的宽度记为 (F)，其中叫(F) 

至多为(1／u)w(BgO，w(BW)是装入 F中 BW-型宽度总和。 

将 F的宽度缩小为训(F)+ 扩，i取最接近这种结构的值。 

缩小 F的宽度可能导致部分物品无法装入，我们通过放大 F 

的长度来解决这个问题。由于 F至多有 a／u个BW-型矩形，因 

此通过计算并构造 F新的长度和宽度得到引理 3。 

引理 3 S 置于 F中的矩形能被装在长度为∞ +2u4、 

宽度为 叫(F)+ (其中 ≤ )的容器 中。 

用同样的方法将 的长度减少到U ，记为 ，且损失的 

价值不超过 4u OPT(C)。由于装箱方案至多只有 0(1／u。) 

个 F，因此处理所有的F损失的价值不超过 4u。oP ≤(e／4) 

OPT。我们在 3．1节中未考虑 NIL UMw损失的价值为(￡ ／ 

2)OPT，故目前为止损失的价值为(3e ／4)OPT~e OPT，再 

由引理 2和引理 3给出推论 1。 

推论 1 存在算法 S ，使得装入箱体A 的矩形R 的总价 

值至少为(1--6 )OP丁，且其具有以下性质：1)R 中的LW-型 

和LN_型长度已放大至最接近 的某个倍数，且它的放置起 

始位置对齐至箱体的分割线；2)对于至少含有一个 BW-型矩 

形的F，它长度为 ，宽度为 (F)+ ，其中 ≤ 。 

3 u_分组优化算法的矩形选择策略 

3．1 LW-型和 LN-型的选择 

主要思想是 ：引入 LW一型和 L 型的补集Lk，选择 K个 

LW-型和Lr 型价值最大的矩形，使其宽度总和不大于 且 

价值不小于(1--u)(1一 )P(Lk)。 

定义6 Lk一(R nL)一Lk，其中，L—LwULN，L壶为 

R 中是个具有最大价值的L一型矩形，惫是(O， ]之间的整数。 

定义 7 L 一 r∈L盍，z(r)一iu2)， 一1／u，1+1／u，⋯， 

1／ 。 

引理 4 对每个 i一1／u，1+1／u，⋯，1／ ，在多项式时间 

可以得到取值大小为 O(n )的集合 一{yI =d+枷 ， 

∈(O，1，⋯， 一1／U4)}，其中 是长为 的个数不超过1／ 

个矩形的宽度总和， 是算法s中最小价值矩形的宽度。更 

进一步，存在一个值 十 z ∈ ，使得 +z W ≤ 

训(L矗)≤ +( +1) ，Wl 是价值至多为 U4p( ；)的宽 

度。 

对于整数 K，分以下两种情况证明引理 4。 

(1)当I L壶I≤1／ 时，可以在复杂度O(n )内计算出 

所有长度为 “ 且个数不超过 1／ 的矩形集合，从中找到满 

足条件的矩形集合。 

(2)当l l> 1／ 时，对 于宽度Lk,，用来近似表达式 

— —  

】／ 4 

w(Lki)一外  ，其中 一 训(巧)，巧∈ ，y∈{0，1，⋯， 
J； l 。 

一 1／ }且 是Sk,中的最小价值(至多为 ( ))矩形 

(rm)的宽度。计算 R中长度为 且个数不超过 1／ 的所 

有可能集合，显然对于某个 y≤ 一1／ ，有叫(L乏)∈[ + 

删 ， +( +1) ]，从Lk 中移除r ，则 的总宽度至多为 

+肌 且总价值至少为(1一U4)户(L乏)。对于整数 K， 至 

多有 1／u 个 且每个L乏至多有 O(nH )个不同宽度，故 

对于 K，所有可能的总宽度为 0( (1+1／u4)1／“。)。对于L壹．每个 

可能的宽度 ，利用 knapsack算法_1。 从O(nH“ )个可能的集 

合中找到价值至少为(1一 )(1一U4)p(Lk)且总宽度不大于 

础(L )的集合，即我们选择的矩形总价值至少为(1一“)(1— 

1 — —  】／u2
— —  

)∑p(L乏)，它大于或等于(1—2“)2 P(L~i)，即价值至少 

为(1—2u)p(S )。 

3．2 BW-型和 BN-型的选择 

主要思想是：引入区间 A～ ，首先选择 BN-型矩形装入 

A～ 再选择 BW-型和 BN-型矩形装入 。 

S在 A 中装 入 LW-型、LN一型和 剩 下 的空 间记 为 

A— 首先利用 knapsack算法l_1。 把 BN-型装人 A—妇，其 

中e作为knapsack算法的期望目标，A～ 作为 knapsack的 

输入空间，得到 型装箱方案的价值至少是 S 装箱策略的价 

值的1一￡倍。接着利用LaMer算法n 将 BW-型和BN-型装 

入 ，装入的矩形的物品宽度至少是 F 长度的 1／(e ) 。由 

推论 1可知S 算法得到至多1／ 个F ，其中 的长度为U ， 

宽度为 (F)+i 。每个 计算所有 O(nH““)个可能的宽 

度，则利用算法[” 装人 BW-型和BN-型的总价值至少为(1一 

e，)声(S；，)，p(S F，)是算法 S 在F 中装入BW-型和 BN-型的 

价值。 

4 I卜分组优化算法的装箱策略 

主要思想是 ：首先将由 u-分组优化算法的矩形选择策略 

选择出的 和K 个最大价值的LW-型和 LN一型装入箱体 

A ，装入的箱体将A 水平横切，通过水平横切和基于 U间隔 

的垂直切割，得到细块 slot装箱策略换成矩形到 slot位置的 

映射，利用线性规划找出有效的映射函数，完成 F 和K个 

L，W一型和 LN一型的放置，最后利用 FFDW 算法将 BIN一型装入 

未被 占用的 slot。 

引人相同大小的新矩形 RF，替代F ，其中F，装的是 BW- 

型和 BN-型矩形 。假定 是算法 S生成的矩形，则 可变成 

由 LW-型、LN-型、R 和装入A 的BN-型矩形组成。用、， 

表示 中R 和K 个最大价值的 Lw一型、LN_型矩形 ， = 
一 、，，， 表示 中BN-型矩形部分， 表示 中L、 型、 

LN一型矩形部分。下面分别完成v，和 的装箱策略。 

4．1 v，的装箱策略 

A 按间隔U。垂直划分成(1+2u)／u。个竖块，由 u-分组 

优化算法的矩形选择策略挑选出的 将 A 水平分割形成的横 

切块记 为 hot，hot从底到顶 依次标号 为hot(1)，hot(2)，⋯。 

横切线和竖切线形成的细块记为 slot。 在A 的位置可以转 

换成 中矩形到slot的映射f。引入、／，一2 映射函数-厂，其 

中z={1，2，⋯，(1+2u)／ }。对于每个 rj∈V ，其中 l(rj)一 

， rJ)对应的是rj在A 中占用的 j个连续的slot块 ， 

所有可能的映射函数为 O(n“ ‘̂)，计算所有可能的 -厂，如 

果装箱方案V未能找到一映射函数，与它对应，则放弃 ， 

再重新选择一个新的装箱方案 ，直到找到有与 -厂匹配的V， 

最后找出具有最大价值的装箱方案 以及映射函数，。 

4．2 的装箱策略 

对于V ∈ ，ri存在于一串连续的hor(b~)，⋯，hor(e~) 
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块中，6 ，ei分别表示 r 在 hor的起始块编号。对每个 

hor(i)，V 占用的slot集合记为Occupied( )，用 FS表示空闲 

slot所有可能的组合集合。用 表示 中的 LW-型和 L 

型矩形，用 表示 中的 BN-型矩形。对 于每个 FS ， 

FS ∈FS，引入划分 patitionm，，{一(FSBNvs，'f，Ⅱ岛，， )，i=1， 

2，⋯，懈 ，，其 中 FSBN~s，， F5 ，用于 的装箱。Ⅱ 是 

FS --FSBNvs，
。 连续的slot集合，用于 的装箱，而 I-[FS',I势 

为 t的集合，用于对 中长为tU 矩形进行装箱。对每一个 

patitionvs， 用XFS，，{表示patitionFs，，{空闲块的总宽度 ，则 一 

titionm一． 中用于装 BN-型的空间大小为I FSBNm，， l 蕊 ， 

用 Wi( )表示 中长度为 “ 的矩形的总宽度，其中 一 

1／u，1+1／u，⋯，1／u 。因 f f≤K+“～，故 hor个数至多为 

g一2(K+“ )。对于每个 ∈ ，为确定 rj所属的hor，由 

于 的个数为f f≤K+“_。，故我们可以在时间复杂度为 

时穷举 计算得 到它 的起 始编号 ， 。利用 线性规划 

LP(，，b，P)给出可行解( ，q ，z )，h 表示 hor中的位置编 

号 ，q 表示 hor空闲slot的宽度。 

(1)VL 的装箱策略：在每个[矗 ， )进行 的装箱， 

其中 O≤ ≤g 。首先对所有的划分 partitionFs，， 按 FSBN一 

雕 进行主关键字排序，使得hor中相邻lFSBNFS，， l的slot块 

能装入 BN-型矩形。用 表示[ ，，冉 )的宽度。对于 

中长为a 。的矩形集合 一{rd’1，⋯， ， }，n取值范围为 

1～1／u ，对排序好 的 partitionFs，， 在 ，． 中选择满足条件 

x，使得XEIL-s， 其中ra， ∈ 且口一lx1。将 』装入[ ， 

坼  )中的x集合中，并将 ， ， ，『十z，⋯依次装入，直到装 

入的总宽度不超过 ，对于最后一个刚好超过 婚  的矩 

阵，把它切成两块，将超过宽度的那半块并入剩余的矩形中， 

重复上述过程直至所有的矩形装入或[ ，矗 )无空间再装 

入更多的矩形；对后续的[矗 ，̂ z)采用同样的处理策略。 

(2) 的装箱策略：对于每个[ ， )，其中还存在长 

度为 I FSBNvs，， I 的空闲 slot，而它被 和 分割成至多 

1+z／2个小块 block。去掉其中宽度小于 4“ 的小块，对每 

个长为 tu。、宽 大于或等于 4 的块 ，利用 FFDW 算 

法[H 对 装箱。由 FFDW算法[M 可将 (长宽至多为 

)装入长为 、宽至多为 +AREA( )(1+ )／tu 的 

区域，即长为 tu。、宽至多为 +(tu t￡岛+ )(1+ )／tu2≤ 

wb+3 。对 按间隔 4 进行水平切割 ，则至少可分为 1／u 

个水平切割，移走装入最小价值的一块，则损失的价值至多为 

up( jN)，且它使得FFDW算法能全部将 N装入在这些块 

中，故处理 的装箱时损失的价值至多为 (s BN)。 

5 算法和实验分析 

下文证明本文算法能在多项式时间内将价值至少为(1一 

￡)OPT的箱体装人，大小为[O，1]×Eo，1+￡]的箱体中，并通 

过实验验证算法的高效性。 

定理 1 对于矩形 R一{R1，R2，⋯，忌 )，本文算法 S 的时 

间复杂度是多项式时间，对于任意 ￡>0，能找到 R R，使得 

尺 能装人大小为[O，11×[O，1+e]的箱体，且总价值p(R )至 

少为(1一￡)0PT，0PT为最优解。 

证明：首先证明所需箱体的大小为[0，11×Eo，1+￡]。在 

装箱 、，L 矩形时，有些矩形可能分成两个以装入不同的 hor， 

如果移走这部分矩形则可以保证失去价值至多为 3e OPT。 

在装箱 矩形时，对每个 block去掉宽小于 4 的块 ，总的 

浪费空间至多为 ，因此至多有大小为 的 日N未被装入，由 

4．2节可知，利用FFDW算法装入这些未装入的 BN时至多 

需要 2“的空间，再加上A 的空间，箱体所需长度至多为 1+ 

4 ≤1+e。 

其次证明p(R )至少为(1一￡)OPT，本文算法 s 获得的 

价值有：1)装入K个U 型和 U 型矩形的价值；2) 中装 

入 BW-型和 BN-型矩形的价值；3)A 处理 时装入 BN一 

型矩形的价值。本文算法S 损失的价值有：1)放大 LⅣ_型和 

u 型长度的损失的价值；2)处理 损失的价值；3)忽略尬 

U 类型装箱的价值。故总价值为(1—2u)夕( )+ 

(1一￡ ) ( )+(1一“)P(S )一 (3d／4)OPT≥ (1—2 ) 

p( )+(1一￡，)户(5 )+(1一￡，)夕('s，BN)一(3e，／4)0P > 

(1—2e，) (S N)+ (1—2￡ )P(S )+ (1—2e )P(SBNt )一 

(3￡ ~4)OPT>(1—2￡ )p(S )一(3e ／4)0PT≥ (1—2￡ )(1一 

￡ )OPT一(3E，~4)OPT，即(1—3e )0PT一(3e ~4)OPT>(1— 

4￡ )OPT=(1一e)OPT。而算法 S 的时间复杂度为多项时间 

O(n(4／u2) ／ )
。  

通过常用的测试数据集验证 u-分组优化算法的效率。 

该数据集来自文献[15]，记为 A类测试集，并将其与几种针 

对 strip packing问题的目前较新的算法进行对比。所有算法 

使用 C语言实现，使用计算机平台(cPu为 Inter2．0GHz，内 

存为 2GB)进行测试。测试集的所需箱体的高度最优解是已 

知的，用S 表示；用 表示装载矩形的个数，用 表示箱体 

的宽度，用Avg表示多次实验结果的平均值，用 Best表示几 

次实验获得的最优结果，实验结果对比如表 1所列。 

表 1 A类测试集上 分组与其他算法计算结果的比较 

从表 1可以看出，在装载矩形个数较少时，3种算法都可 

以得出最优解，但后两种算法的平均解略优于第一种算法；随 

着装载矩形个数不断增大，第一种算法无法求得最优解，而后 

两种还能求得最优解；当矩形个数达到 95时，3种算法都无 

法取得最优解，但 u-分组优化算法的平均解优于前两种算 

法。当问题规模较大时， 分组优化算法具有优势。因此该 

测试也验证了 u一分组优化算法是一种高效的算法。 

结束语 本文通过计算最优分组参数，提出了一种新的 

u一分组优化算法。利用分组参数对装载矩形进行分组，并对 

不同组别的矩形采用不同的数据结构，结合箱体“等分进行填 

充，并从理论上证明了算法能将所需箱体大小减小到[O，1]× 

[O，1+￡]，最后实验也表明了本算法的高效性。但本算法处 
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理装载矩形时是基于不旋转的情况的，仍未对可以旋转的物品 

进行研究，后续研究工作将着眼于处理可以旋转的装载矩形。 
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