
计算机科学 2007Vo1．34No．12 

一 种具有随机邻居元胞 自动机的混沌特性 ) 

刘向东 · 张俊星 焉德军 何希勤 

(大连民族学院非线性信息技术研究所 大连 116600) (辽宁科技大学理学院 鞍山114004)z 

摘 要 研究了一种具有随机邻居的2值元胞自动机模型的动力学性质，给出了其理想状态的动力学模型，分析了该 

模型的混沌特性，并通过分叉图、Lyapunov指数和Schwarzian导数解释了模型由倍分叉通向混沌的过程。最后，通过 

计算对比，分析了非理想状态与理想状态下模型动力学性质的差异。 
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Abstract The dynamical characters of a kind of two value cellular automaton with random neighborhoods are studied． 

The dynamical model of the automaton in the ideal condition is given out，and the chaotic properties of the model are 

analyzed．The bifurcation plot，the Lyapunov exponents，and the Schwarzian derivative of the model are calculated to 

explain that the route to chaos the model takas is period-doubling bifurcations．Finally，the different behaviors between 

the ideal mod el and non-ideal model are pointed out． 
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1 引言 

元胞自动机构建简单，物理意义直观，构成方式繁杂，变 

种多样，行为复杂 ，因此成为模拟复杂现象、解决复杂问题 的 

有力工具Ⅱ ]。元胞自动机尤其适合简单机制引发的复杂现 

象的原理层次的研究。正是基于对这些机制的探讨，对于元 

胞自动机行为分类的研究成为元胞自动机的一个重要的研究 

课题和核心理论，其中最具影响力的当属& Wolfram在上世 

纪8o年代初做的基于动力学行为的元胞自动机分类[3]。s_ 

Wolfram在详细研究一维元胞自动机的演化行为及大量的计 

算机实验的基础上，将所有元胞自动机的动力学行为归纳为 

四大类。 

(1)平稳型：自任何初始状态开始，经过一定时间演化 

后，元胞空间趋于一个空间平稳的构形。 

(2)周期型：经过一定时间演化后，元胞空间趋于一系列 

简单的固定结构。 

(3)混沌型：自任何初始状态开始，经过一定时间演化 

后，元胞自动机表现出混沌的非周期行为，所生成的结构的统 

计特征不再变化，通常表现出分形特征。 

(4)复杂型：出现复杂的局部结构，或者说是局部的混 

沌，其中有些结构会不断地传播。 

从研究元胞自动机的角度讲，最具研究价值的是具有第 

3、4类行为的元胞自动机。因为第 3类元胞自动机可以仿真 

很多混沌系统，而第4类元胞自动机具有“突现计算”功能，可 

以用作广义计算机以仿真任意复杂的计算过程。 

& Wolfram 还通过计算机实验近似地给出了一维元胞 

自动机中上述四种吸引子或模式所 占的比例，见表 1。可 以 

看出，具有一定局部结构的复杂模式出现的概率相对要小一 
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些，而第三种混沌型出现的概率最大，并且其出现概率随状态 

数和邻居半径的增大呈现增大的趋势。 

表 1 一维元胞 自动机中各类吸引子所占比例 

动力学行为 k一2，r一1 k一2，r=2 k一2，r一3 k一3，r 4 

表中k代表状态数，r代表邻居半径。 

由于模拟不同实际问题的需要，人们开始大量尝试将随 

机性引入元胞自动机模型。尽管这一方法部分违背了元胞自 

动机演化的确定性要求，但仿真实际物理过程的方便性还是 

促进了这一问题的研究[4]。正是基于这一想法，本文研究了 
一 种简单的带有随机邻居的 2值元胞 自动机的动力学性质， 

展示了其混沌特性，利用分叉图、Lyapunov指数和 Schwarzi— 

an导数解释了其由倍分叉通向混沌的过程。与传统元胞 自 

动机类似，随邻居半径增大，这种随机邻居的元胞自动机混沌 

特性也在增强。 

2 具有随机邻居的元胞自动机模型 

考虑具有 M 个元胞 c ，Cz，⋯，CM的随机元胞 自动机模 

型，其中每个元胞 C (i一 1，2，⋯， 只取 0、1两个状态中 

的一个。在演化过程中，所有元胞同步演化。每次演化每个 

元胞都随机选取 个( 是正整数，且 << M )元胞作为其 

邻居单元。演化采用如下规则： 

( +1)一 

f1 (f)=O，且随机选取的 个邻居都是0 

I 或 ( )一1，且随机选取的 个邻居都是 1 

1 0 (￡)一O，且随机选取的 个邻居不全为0 

【 或 ( )一1，且随机选取的 个邻居不全为 1 

1≤ ≤M (1) 

由于该模型是一个随机模型，我们只能在概率意义下讨 

论其动力学特性。我们选取 t时刻每个元胞取状态 1的概率 

( )为指标。记 t时刻状态值为 1的元胞的个数为 M1( )， 

状态值为 0的元胞的个数为Mo( )，M1( )+ Mo( )一 M。 

当M +Cx3时，有 

)一 

该随机元胞自动机经过时间从 t到 t+1的演化。对照 

演化规则(1)可知，在 t+1时刻 ，M1( )中有 M1( )P”( )个 

元胞状态是 1，Ml( )[1一P ( )]个元胞状态是0；Mo( )中有 

Mo(f)[1一 P( )] 个元胞状态是 1，Mo( ){1一[1一 P 

( )] }个元胞状态是0。这样，在 t+ 1时刻，状态值为 1的 

元胞 的个 数 Ml(t+ 1) = Ml(t)P (t)+ Mo(t) 

[1一p( )] ；状态值为 0的元胞的个数Mo( +1)一M ( ) 

[1一P ( )]+Mo( ){1一EI—P( )] }；显然，M (t+ 1) 

+ Mo( + 1)一 M。进一步可 以得到： 

p( +1)： 上 一p ( )+ 

[1一声( )] (2) 

其中 是正整数，且 << M，代表了随机邻居的个数。式 

(2)对应了理想状态下该元胞 自动机模型随邻居个数演化的 

离散动力学模型。 

3 系统随邻居个数演化的混沌性 

3．1 理论模型的动力学性质 

我们首先分析理想状态下得到的理论模型(2)的动力学 

性质。(2)对应的迭代映射为 

f(p， )一 P +(1一p) (3) 

图 1是 f(P， )对应参数 从 1到 3O的取整数点的分叉 

图和 Lyapunov指数，其 中 Lyapunov指数利用 li ∑In I 
r’ 十 ∞ it"‘ l= l 

} 来计算口 。 

f 

l 
· i

。 

， 

1．0 

2．0 4。0 6．0 8．0 10．0 l2．0 14．0 16．0 l8．0 20．0 22．0 24．0 26．0 28。0 30．0 

(a)，(p， )关于不同参数 对应的分叉图 

(b)，(p， )关于不同参数 对应的 Lyapunov指数 

图1 理想状况下系统对邻居个数的分叉图与Lyapunov指数 
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正整数参数 对应的分叉图和 Lyapunov指数显示模型 

在 1、2、3、8、14时具有吸引周期窗 口，周期分别为 1、2、 

2、8、6，其它参数值则对应了混沌吸引子。 一 1时系统的 

Lyapunov指数为一cx。，图中没有表示。在 5时，系统是 

混沌的，对应了正的 Lyapunov指数，但吸引子是由 5段小区 

间构成的，并没有形成一个连续的区间。由于离散参数分辨 

率低，很难发现系统随参数演化的规律。为了更清楚地 了解 

模型随参数 演化的动力学性质，考虑参数连续变化时模型 

的动力学特性，其对应的分叉图与 Lyapunov指数如图 2所 

示 。 

2．0 4．0 6．0 8．0 10．O 12．O 14．O 16．O 18．O 2O．O 22．O 24．O 26．O 28．O 3O．O 

(a)-厂(p， )关于实参数 对应的分叉图 

(b)-厂(p， )关于实参数 对应的 Lyapunov指数 

图2 理想状况下系统对连续参数的分叉图与 Lyapunov指数 

图2中可以清楚地看到模型随参数变化由倍分叉通往混 

沌的过程。再次关注 n一 14，可以发现，Lyapunov指数对应 

了一个很窄的、向下的尖峰，但在连续参数对应的分叉图中却 
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O 

看不到对应周期窗口的出现。事实上，这个周期窗口确实存 

在，只是在图2(a)的分辨率下太窄了，看不到。通过提高图2 

(a)的分辨率就可以看到该 6周期窗口。 

13．69 13．80 13．90 14．0 14．10 

图 3 理想状况下系统对连续参数的分叉图的局部 

(a)，( 15)与元胞自动机演化结果 (b)，(，( 15)，1 5)与元胞自动机演化结果 

图4 元胞自动机演化结果与理想状况模型对比偏差 
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为进一步从理论上对这一过程进行解释，可以计算 f(P， 

，z)f~／Schwa rzian导数。根据s(f)一 一_萋_[ ] 
及式(3)，对所有 >2，可得 

sc f 一 ～导 
， 垒：二 ±( = ：二 、 
(n--1)aEp 一(1--p)一 ] 

对～切 O< P<1，s(f)<O成立。容易验证映射 f(P， 

)有惟一的临界点 P一 ÷。利用符号动力系统相关理 

论t 可以得到。对每个 ，l厂(P， )至多有一条吸引周期轨 

道。如果有，则(O，1)中除一个测度为0的点集都将被该周期 

轨道所吸引，这对应了分叉图中周期窗口的出现。 

O { 

另外一个有趣的现象是在 n较大后会出现大片的混沌区 

域，在这一区域中系统混沌特性将不再对参数 n具有敏感性， 

任何对参数的扰动系统仍将是混沌的。 

3．2 带随机邻居的元胞 自动机的动力学性质 

在3．1节中分析了理想状态下模型的动力学性质。实际 

中由于元胞个数M只能是有限的，其动力学模型与理想状态 

模型会出现一些偏差。我们考察了元胞个数M 一10000， 
一 15时随机元胞自动机演化过程与理想状态模型(3)的偏 

差。 

图4中黑色线为理想状态系统模型f(P，15)和f(f(P， 

15)，15)对应的曲线，其周围绿色点为元胞 自动机演化结果。 

图4显示它们之间的偏差不大，符合得非常好。利用随机元 

胞自动机对不同参数 演化得到的分叉图如图5所示。 

l l l l 
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0．0 2．0 4．0 6．0 8．0 10．0 12．0 14．0 16．0 18．0 20．0 22．0 24．0 26．0 28．0 30．0 

图5 元胞自动机对不同参数的分叉图(M —10000) 

对比图 5与图 1(a)可以发现，随机元胞自动机 由于其自 

身的随机性，导致系统在理想系统 出现周期窗 口的位置 一 

8、14处不再出现周期窗口，系统会更快地进入混沌状态。为 

O 

了更方便地说明问题，图 6模拟了理想状态下映射(3)带微小 

加性高斯噪声扰动的分叉图。 

2．0 4，0 6 0 8．0 10．0 12．0 14．0 16．0 18．0 20．0 22．0 24 ．0 26．0 28．0 30
．0 

总结 本文剖析了一种简单的、带有随机邻居的 2值元 vi of M。d Phy。i。 ，1983, (3)：6o1～644 
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