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摘 要 本文在 Pawlak近似空间意义下研究粗糙集构成的拓扑空间。借助粗糙集的表示构造了粗糙拓扑空间，其中 

的开集为粗糙相等关系下的等价类；讨论 了粗糙拓扑空间中的内部、闭包算子与近似空间中粗糙近似算子的关系，并 

给出了粗糙拓扑空间的拓扑基。 
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Abstract This paper is devoted to the discussion of topological structure of rough sets in Pawlak approximation space． 

The rough topological space is constructed based on the representation of rough sets．The relationship among interior 

operator，closure operator and rough approximation operators is investigated and the base of rough topo logical space is 

given． 
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粗糙集理论是一种新的处理模糊性和不确定性知识的数 

学工具l_l ]。自1982年由波兰数学家 PawlakEl̈首次提出以 

来，经过二十几年的研究与发展 ，已经在理论和实际应用上取 

得了长足的发展，特别是由于2O世纪 8O年代末和9O年代初 

在知识发现等领域的成功应用而受到了国际上广泛关注。 

关于粗糙集模型数学特性研究是粗糙集理论研究的一个 

重要方向。为拓广粗糙集理论的应用范围，人们提出了多种 

形式的广义粗糙集模型，如一般二元关系下的粗糙集模型、模 

糊粗糙集模型、变精度粗糙集模型等，其中构造性方法和公理 

化方法是粗糙集基础理论研究的主流方法。 

粗糙集的拓扑结构是粗糙集理论研究的核心问题之 
一 l_3 ]

。 Yaol_3J研究了自反、传递关系下的粗糙集模型，证明 

了其中的上、下近似算子恰为一个拓扑空间的闭包与内部算 

子。对于 Pawlak近似空间来说 ，所有的下近似集构成一个拓 

扑空间。需要指出的是，文E3-5]本质上刻画的是近似空间 

下精确集的拓扑结构。对于模糊粗糙集以及模糊粗糙集构成 

的模糊拓扑空间也有大量文献论及I6 。本文在 Pawlak近 

似空间意义下研究粗糙集构成的拓扑空间，讨论了粗糙集的 

表示问题，借助粗糙集的表示构造了粗糙拓扑空间M。其中 

的开集为粗糙相等关系下的等价类，因而既可以刻画精确集， 

也可以刻画近似集。本文给出了拓扑空间M中内部与闭包 

算子的解析表达式，并给出了它的拓扑基。 

1 预备知识 

本节介绍粗糙集的有关概念及结论 。 

定义 1．1[ 设 【，是一个非空有限集合，称为论域 ，R为 

【，上的一个等价关系，称二元组(【，，R)为一个 Pawlak近似空 

间。对于任意 x 【，，x关于近似空间(【，，R)的下近似星(x) 

与上近似R(x)分别定义为： 

星(x)一(xEUfIx] x}一U(y∈【，／R Jy x} (1) 

R(x)一{xEU JIx]Rnx≠声)一U{YffU／R Jynx≠声) 

(2) 

其中Ix] 一{Y I( ，y)∈R)是 关于R的等价类，U／R= 

{Ix] J ∈U)是所有R等价类的集合。 

对于 x 【，，称二元组( (x)，R(x))为 R粗糙集 若星 

(x)一R(x)，则称(星(x)，R(x))为 R精确集；否则，称 (星 

(X)，R(X))为 R近似集。 

定理 1．1L3] 设(【，，R)为一近似空间，对于任意 x，y 

【，， 

(1)星(X) X (X)． 

(2)R( )=R( )，R(【，)一R(【，)=L『． 

(3)R(XUy)一R(X)U R(y)，星(Xn y)=星(X)n星 

(y)． 

(4)若 x y，则星(x) 星(y)，R(x) R(y)． 

(5)R(R(X))一R(X)，R(R(X))一R(X)． 

(6)R(X)=～R(～X)，R(X)：～R(～X)． 

(7)R(～R(X))=～R(X)，R(～R(X))=～R(X)． 

(8)R(R(X)) 三X 三R(R(X))． 

其中，(1)、(3)、(7)是近似算子的本质属性 引。 

2 粗糙集构成的拓扑空间 

设(【，，R)是一个近似空间，在 P(U)上定义二元关系“≈” 

为 
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x≈y当且仅当星(x)一星(y)，R(x)一R(y) 

显然，≈是P(U)上的等价关系，称为R一相等关系。按此等 

价关系将P(U)分成等价类，所有等价类的集合记为 

P(U)／≈：{[x] ；XEP(U)} 

其中[x] 一{YEP(U)；x≈y}是包含 x的等价类。因为粗 

糙集是形如(星(X)，R(X))的二元组，故 P(U)／≈与所有粗糙 

集构成的集合{(星(x)，R(x))；x U}存在一一对应关系。 

以下也称P(U)／≈中的元素为粗糙集。以下令Z0是从每一 

R等价类中选取一个元素构成的集合，且s={xEU；l[z]尺l 

：1}。 

定理 2．1 设(U，R)是一个近似空间，x，y R是 R可 

定义集(即为若干R等价类之并)。(x，y)为R粗糙集当且 

仅当X y且(y—X)nS一0。 

证明：若(x，y)为R粗糙集，则存在z U使得R(z)一 

X，R(Z)=y，从而有 

X—R(Z) Z 三 (Z)一y。 

若xES，贝0l[z] l=1，从而[ ] 一{z}。当 Ey= 

(z)时，有[z]尺 z，即xEX，故(y～x)ns-O。 

反之，设 X y且(y—X)ns-=O，令 Z—XU((y—X) 

nZo)。 

(1)星( =X。事实上，因X是可定义集，故 

(Z)一 (XU((y—X)nZo))三 (X)一X。 

下证星(z) x。若xER(Z)，则 ]尺 z。以下分两种 

情况讨论：① 若l[z]尺l：1，则 xES，由(y—x)ns—O，故z 

y—x，从而z (y—x)n Z0。由xEz即得zEX。② 若 

l[z]尺l>1，因(y—x)n Z0中至多包含[z]尺中一个元素，故 

存在uE[z]尺使得uE X，从而[z] =[“]尺 R(x)一x，即z 

∈X。 

(2)R(Z)一y。事实上，因y是可定义集 ，故 

(Z)一 (XU((y—X)nZo))一 (yn(XU Z0)) 

(y)一Y。 

下证 (Z) y。若 xEY，则① xEX时，由 xEZ可得z 

ER(Z)。②z X时，有 zEy—X，因y—X是可定义的，故 

Ex]R y—x，从而存在uE ] 使得“E(y—x)nZo z， 

故[z]R一[“] (Z)，即xER(Z) 

由(1)与(2)，(X，y)为 R粗糙集。 

对于任意x∈P(U)，定义 

XA一星(X)U((R(X)一星(X))nZo)：R(X)n(星(X) 

UZo) (3) 

引理2．1 xAE[x] ，即 星(XA)一星(x)，R(xA)一R 

(X)。 

证明：对于任意 XEP(U)，因星(X)与R(X)是可定义集， 

星(x) (x)且( (x)一星(x))nS=O，类似于定理2．1，可 

以证明星(xA)一 (x)，R(xA)一R(X)，即xAE[x] 。 

引理 2．2 令 M：{xA；XEP(U)}，则 

(1)对于任意 xA，YAEM，xAUYAEM。 

(2)对于任意 XA，YAEM，XAn EM 

证明：(1)由星(X)U星(y) R(X)UR(Y)及 

((R(X)UR(y))一(星(X)U星(y)))nS ((R(X)一星 

(X))U(R(y)一R(y)))nS 

= ((R(X)一R(X))nS)U((R(y)一R(y))nS)一O， 

故存在z U使得星(z)一星(x)U星(y)，R(z)一R(x) 

UR(Y)，于是 
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Z ：星(Z)U((R(Z)一星(Z))nZo)一R(Z)n(星(Z)U 

Zo) 

一 (R(X)UR(y))n(星(X)UR(Y)U Z0)， 

xAUyA一(R( n ( U ))U(R( n (10U )) 

一 (( (X)n(星(X)UZ ))U (y))n(( (X)n(星(X) 

UZo))U(R(y)UZo)) 

一 (R(X)UR(Y))n(星(X)UZoUR(y))n(R(X)U星 

(y)UZo)n(星(X)U星(y)UZo) 

一 (R(X)UR(y))n星(X)U星(y)UZo)， 

故 x̂ UyA—ZAEM。 

(2)由星( n星(y) R( nR(y)及 

((R(X)nR(y))一(星(X)n星(y)))ns 

((R(X)一星(X))U(R(y)一星(y)))nS一0， 

故存在ZE P(U)使得星(Z)一星(x)n星(y)， (z)一 

(X)nR(y)，于是 

Z =R(Z)n(星(Z)U Z0)一R(X)nR(y)n((星(X)n 

(y))UZo) 

一 R(X)n(R(y)n(星(X)UZo)n(星(y)UZo)一xA 

n xA。 

从而 nyA E 

引理2．3 若x是R可定义集合，则 xA—x。 

定理 2．2 设(U，R)是近似空间，则 M 是 U上的一个拓 

扑空间。 

证明：由引理 2．1及引理 2．2，M 对于并、交运算封闭。 

由引理2．3，O，U∈M。注意到集合U的有限性，故M是 U 

上的一个拓扑空间。 

3 拓扑空间M 的结构 

本节讨论拓扑空间M的结构。 

定理3．1 对于任意 xEZo，{z} 一{z}。 

证明：事实上，若l[ l一1，则[z]尺={z}，此时 

{z}A一星({ })U((R({z})一星({z}))nZo)：星({z}) 
一 {z}。 

若 『[z]尺l>1，则星({z})一 ， ({z})一[ ，此时 

{z} 一星({z})U((R({z})一星({z}))nZo)一[z]尺n 

zo， 

因xEZo，故{z} --Ex] nZo一{z}。 

由此定理，若xEZo，则(z}是拓扑空间M 中的开集，即 

{z)EM 。 

定理3．2 对于任意x U， (x)=星(x)U(XNZo)，其 

中i是拓扑空间M 中的内部算子。 

证明：(1)R(X)U(Xn Z0) X是显然成立的。 

(2) (x)U(XNZo)为若干开集之并，因而也是开集，即 

星(X)U(XnZo)EM。 

(3)若YEM是开集，且y x，则 (x)U(xnZo)。 

事实上，因y是开集，故存在ZEP(U)，使得y—ZA一星(z) 

U((R(Z)--R_(Z))nZo)。由 y X可得遐(Z) X，从而星 

(Z)一
一R(星(Z)) 三星(X) (X)UZo，又(R(Z)一星(Z))nZo 

(X)UZo显然成立，故 y一星(Z)U((R(Z)一星(Z))n 

Z0) 星(X)UZo。再由y X，即得 

y 三Xn(星(X)UZo)一 (X)U(XNZo) 

于是，我们证明了星(x)U(XN Z0)是含于 x的最大开集。即 
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图 4是无简化绘制和近似模型从近向远移动的比较结 

果，能够看出两者的视觉差异并不明显。 

(a)不同视距的无简化绘制 

(b)不同视距的FC—SI)N方法绘制 

图 4 两种人脸模型绘制方法的视觉效果比较 

在时间方面，对比了基于特征点逼近的三维人脸模型绘 

制方法。本文提出的绘制方法在时间效率上有一定优势，基 

本能够满足 3D游戏、虚拟主持人等通常在 PC机上的应用中 

绘制帧速要求。表 1是实验对比数据，三种绘制方法在 同一 

配置机器下不同视距三维人脸模型以及固定场景的平均绘制 

帧速率的统计 。PC机的配置为 P4 2．0G CPU，GeForce FX 

显卡，64M显存；人脸模型三角面数为 8176个。 

表 1 三种绘制方法的绘制帧速率 

本文提出的特征约束的有序递减网格多分辨率绘制方法 

的平均绘制帧速较高，表现出由 FHFM模型支持的绘制方法 

具有一定的应用价值。 

结束语 我们所设计的模型为三维中性人脸个性化变形 

提供了较为简单、方便的结构框架 。实验证明，基于此结构的 

特征约束的有序递减网格多分辨率绘制方法能够使模型在随 

视距变化的简化过程中很好地保留人脸的拓扑结构和主体特 

征，对模型表面的视觉逼真度无明显影响，基本实现了一种以 

距离为驱动的、实时且连续的多分辨率绘制。进一步的研究 

工作包括研究同一场景中不同分辨率区域间如何保持网格的 

连续性而不出现裂缝以及面向人脸表情的模型形变处理等。 
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(X)一R(X)U(XflZo) 

定理 3．3 对于任意 X U，c(X)一XU(R(X)一Zo)，其 

中c是拓扑空间M 中的闭包算子。 

证明：c(X)一～ (～X)一～((--X)n( (～X)U )) 

一XU(～R(～X)n(～ ) 

一 XU(R(X)n(～Zo)) 

一XU(R(X)一Zo) 

由定理 3．2，拓扑 M 中的任意开集都具有形工弋R(x)U 

(XflZo)， (x)为若干 R等价类之并，因此有下面的推论 。 

推论 3．1 U／RU{{ol；)，xEZ0)是拓扑 M 的一个基。 

结论 本文建立了粗糙集构成的拓扑空间 M，研究了它 

的结构问题，给出了该拓扑空间中内部与闭包算子的表达式 

以及拓扑基，推广了已有的相关研究工作。关于M 的其它拓 

扑性质，我们将另文讨论。 

参 考 文 献 

1 Pawlak乙 Rough sets．Internationa1 Journa1 of Co mputer and In— 

formation Science，1982，11：341～ 356 

2 Pawlak Z．Rough sets：Theoretica1 Aspects of Reasoning about 

Data．Kluwer Academic Publishers，Bo ston。1991 

3 Yflo Y Two views of the theory of rough sets in finite univer— 

ses I-J]．International Journal of Approximate Reasoning，I996， 

15：291～ 317 

4 Yao Y Y．Relational interpretations of neighborhood operators 

and rough set approximation operators I-J]．Information Sciences， 

1998，101：239～ 259 

5 Kortelainen J．On the relationship between modified sets，topolo— 

gical spaces and rough sets I-J]．Fuzzy Sets and Systems，1994， 

61：91～95 

6 LashinEF，KozaeA M ，AboKhadraA A，et a1．Rough setthe— 

ory for topological spaces I-J]．International Journal of Approxi— 
mate Reasoning，2005，40：35～43 

7 Kuncheva L I．Fuzzy rough sets：Application to feature selection 

I-J]．Fuzzy Sets and Systems，1992，51：147～153 

8 Dubois D，Prade H．Rough fuzzy sets and rough fuzzy sets I-J]． 

Internationa1 Journa1 of Genera1 Systems，1990，17：191～2O9 

9 Thiele H．Fuzzy rough sets versus rough fuzzy sets—An interpre— 

tation and fl comparative study using concepts of modal logics 

[C]．In：Proc．of 5t}l European Congress on Intelligent Tech— 
nigues and Soft Co mputing，Aachen，Germ any，1997，9：159～ 

167 

10 Morsi N N，Yakout M 肌 Axiomatics for fuzzy rough sets I-J]． 
Fuzzy Sets and Systems，1998，100：327～342 

11 Qin K，Pei Z．On the topological properties of fuzzy rough sets 

I-J]．Fuzzy Sets and Systems，2005，151：601～613 

12秦克云，裴峥，杜卫锋．粗糙近似算子的拓扑性质I-J]．系统工程 

学报，2006，1：81~85 

13 张文修，吴伟志，梁吉业，等．粗糙集理论与方法[M]．科学出版 

社 ，2001 

· 241 · 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

