
计算机科学2007Vo1．34NQ．10 

集合多覆盖问题的乘性权重更新分析 

崔 鹏 钱丽艳 

(中国人民大学信息资源管理学院 北京100872) (北京大学信息学院 北京 100871) 

摘 要 集合多覆盖问题的简单贪心算法的近似比是 ln +1。本文提出简单贪心算法的一个变形，宽度优先贪心算 

法，并且证明其有近似比(1n 72)／r+lnlM+0(1)，其中 r是覆盖要求。这个结果比由随机取整方法得到的近似比 0 

((In 72)／r+ ／ )+1为优。宽度优先贪心算法的设计可以归入 Arora等最近提出的乘性权重更新方法的框架。 
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Abstract The simple greedy algorithm for set muhicover has approximation ratio．This paper presents a variation of 

the simple greedy algorithm，Breadth First Greedy Algorithm，and proves its approximation ratio can be(In 72)／r+ 

lnlnn+O(1)，where r iS the cover requirement．This result is better than the approximation ratio 0((1n 72)／r+ 

42-lnn)／r)+1 obtained by randomized rounding method．The design of this algorithm  fits in the framework of multi— 

plicative weights update method，proposed by Arora etc．recently． 
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1 引言 2 MWU方法 

集合覆盖问题是一个得到大量关注的NP难问题，其输 

入是集合U和一个 U的子集的集合C，lUl— 。如果 C的子 

集 C，满足，U的每个元素属于 C 的至少一个成员，则称 C，是 

u的一个集合覆盖。问题的目标是找最小的集合覆盖。 

集合多覆盖问题(加权情况)是集合覆盖问题的推广情 

况。输入包含u，c，覆盖要求 r6 Z。。，和权函数 W：c—Z十。 
一 个多重集 C，GC·r是 U的一个 r集合覆盖，如果对每个 e 

∈U，∈(e， )一r，这里 ∈(e，C，)是 中包含 e的子集的个 

数。对每个多重集 CcC·r，令 的总权为 

础(C)一∑ 一 ∈C( 础(c))， 

这里 是c在C内的重数。问题的目标是找总权最小的 r 

集合覆盖。 

定义 的覆盖度量为 

#(C)= ∑ max(rm∈(e，C)，O)， 

定义 C相对于 的覆盖度量为 

#(c，C)一 #(C)一 #(CU(c})。 

集合多覆盖问题 的简单贪心算法(Simple Greedy Algo— 

rithm，简称 SimG)可以描述为 

SimG 

1． ； 

2．在q--c中选择c使得#M(C，C)／w(c)最大； 
3．C*-CU{c)； 
4．如e是r-集合覆盖，返回e，否则转 2。 

其中，称 为部分产集合覆盖。如果一个元素被e中少于r个 

子集覆盖，则称这个元素是活的。SimG的近似比是 In + 
1E1]

。 

不同领域的一些算法都有这样的特点：在一个特定集合上 

维护一个分布，在每一步元素上的概率被乘或除这个元素的某 

种“回报”因子。算法运行时间的分析依赖于一个位势函数。 

作为一个例子，Young给出了集合覆盖问题的“健忘取 

整”技术[2]。他观察到未被覆盖的元素个数恰好是一个位势 

函数，近似算法在每步只需要缩小这个位势函数。这样他得 

到众所周知的近似比 In +1的另一个证明。 

最近，AIora等提出了一个简洁的元算法来统一这些表面 

上不同的算法，把它们变成元算法的实例[3]。这个元算法借鉴 

了Young的思想，是机器学习理论里的加权多数算法的随机化 

和一般化 4̈]。他们称这个元算法为乘性权重更新方法(Multi— 

plicative Weights Update Method，简称 MWU)，并建议视其为 

与分治方法、动态规划和随机采样等类似的基本工具。 ． 

MWU可以用“专家一事件”语言来描述。开始时每个专 

家有一个权重。算法每一步，按照专家间权重的比例决定各 

个专家的概率。专家们按照这个概率做预测，即决定发生那 

个事件。事件发生后，如专家的约束被满足，他就受到“惩 

罚”，即权重降低一个因子。为了尽快减低权重，算法寻找极 

大的不利事件，使得惩罚最大。 

本文作者为集合多覆盖问题设计了带乘性因子M>I的 

宽度优先贪心算法(Breadth First Greedy Algorithm ，简称 

BFG )，并给出了改进的近似比。BFGM可以归入 MWU的 

框架，而且它比集合覆盖更适合于说明乘性更新规则(权重的 

乘性因子恰好是M)。 
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定义 的带乘性因子M 的覆盖度量为 
一 1 ￡ “ ． 1 

#M( )=∑ ∑ 

定义c相对于 的带乘性因子M 的覆盖度量为 

#M(c， )一#M(e)一#M(CU{c}) 

BFGM可以描述为 

B] 

1． ．_ ； 

2．在C— 中选择c使得#M(c，C)／w(c)最大； 
3． U{c}； 
4．如 是，-集合覆盖，返回 ，否则转 2。 

其中，覆盖 e对覆盖度量 #M(c， )的贡献是 -1-∈“．c’。e 

被覆盖的次数越少，覆盖e的贡献越大；e被覆盖的次数越多， 

覆盖 e的贡献越小。就是说，算法倾向于选择覆盖子集以覆 

盖尽可能多的被覆盖次数少的元素。 

3 主要结果 

在本节中，我们证明 BFGM的近似比可以为 

(1+1／(M一1))((In n)／r+In M)+1。 

令 M—In +1，这个近似比即 

(In )r+In In +O(1)。 

我们注意到这个近似比是综述嘲没有列出的新的结果， 

且比由随机取整方法得到的近似比O((In n)／r+ (1n n)／r) 

+1为优[ 。 

首先我们不加证明地给出两个事实。 

事实 1 对任意0<x<l，有(1一 ) <l／e。 

事实2 对任意O<x<l和q≥1，有 1一 ≤(1一 ) 。 

然后我们给出一个引理。 

引理 设 C 是一个最小集合覆盖，在部分 r集合覆盖是 

时算法选择 ，则 

(a)#(；，C)／w(c)≥∑ ∈c*#(c，C)／w(C )。 

(b) (c)≤ (C )。 

证明： 

(a)由算法的定义，对任意 cE C ，有 

#(c，C)／w(c)≥#(c，C)／w(c) 

所以 

#(；，C)／w(c)≥∑ ∈c·#(c，C)／w(C ) 

(b)显然，#(；， )≤ #( )，且 #(e)≤ ∑ #(c， )。再 

由Ca)得 

(；)≤ #(；，C一)w(C )／∑ #(c， ) 
fEC 

≤ #(e)∞(C’)／∑ #(c，e) 
fEC 

≤ (C。) 口 

定理 BFGM有近似比 

(1+1／(M一1))((In n)／r+In M)+1。 

证明：设C 是一个最优集合覆盖， 

#0一 ∑ ， 

及 

k=w(C’) ÷ln( r蚤--1 ) 
给定 ，定义位势函数 

)=#( 1一 南  
由事实 1， 

，( )≤#0(1一 南 ) <1 
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设援 F采算法选择 c，则 由引理 (a)， 

， ≥ 蓦#(c，I) 
一  ∑ ∑ Mr1一 C ( ) 

i 毛Uf： ∈ 

一— ( ∑ ( 十  面 ∈(P，C*) C ( )、
Ⅲ EU，∈ e)< 1⋯ ‘ ⋯ ’ ～  

+ ∑ ∈(P，C )) 
f：c∈Ut∈ ，( =r一1 

注意到 
1 ∈(c，C) 

#( )一 ∑ ∑ 
alive c：eC-U i=0 

— 1 ∈ (ftC) 
一  ∑ ∑ + ∑ 1 
f：eC-U，C-(e，e)<r 1 i=0 c：~C-U。C-(c，e)=r 1 

我们有 

#(CU{；))=#( )一#( ，I) 

≤
e,eEU,U 

( 
i= o 

a  

一  

C,o- 
c)∈ 

∈(f，e)<r 1 J 

(e，C ))+ 
e ： (1一 发 ∈( ， c： tU·t f'L， rl w、L ， 

C )) 

≤
⋯  c)< 

r-- I (1一 M  -- I

eC-U C- 1 i=0 
∈ 

f： ， (c．e)<r  』Ⅵ L／ J 

C + 
U，蠢 rl(1 1一 ， flc∈t∈(ctC)=r一 上’ L， 

C )) 

由C 的定义，对任意 eEU，∈(P，C。)≥r。再由事实 2， 

r一 1 、 ／  ⋯ M—lr· (c)、 #(CU㈣ ≤#( )(卜  ) 

≤#( )(1一 南  ) 
所以 

})：#( })(1一 南 广t,xcU{~” 

≤#(I)(1一 南  ⋯ ) 

． =#(I)(1一 高  
=，( ) 

设算法返回的r集合覆盖是c ，c 是算法最后一步选择 

的子集，则 一{c }是一个部分 r集合覆盖，且 ，( 一{c }) 

≤，( )<1。 

另一方面， 

f( 一 {c ))一 # ( 一 {c ))(1一 —M --1 

—  )卜 ㈣  
W(C ) 

≥(1一 南  叫fI}) 
所以 

(1一 南  <1， 
这样 ( 一{c ))< 。 

由引理(b)， 

( )= ( 一{c })+ (c ) 

< (c’) ÷ln( r蚤--1 )+ (c ) 
≤ (C’)((1+1／(M一1))((1肋)／r+l D+1)口 

结束语 本文讨论的集合多覆盖问题可以进一步推广到 
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覆盖 整数规 划 问题 (Covering Integer Programming，简 称 

CIP)，不难看出能够把本文的方法应用到这种一般情况，并 

得到新的结果。 

另外，如果限制C中集合至多被选择一次，就得到约束集 

合多覆盖问题。这个情况目前最好的近似比是 lnn+1[ 。对 

简单贪心算法的下界分析表明这个近似比很难改进__7]。如何 

把本文的设计思路应用到这个情况将是一个带有挑战性的课 

题。 
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