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一 种新的基于 Schur分解的 Fisher鉴别分析方法 ) 

林宇生 杨静宇 
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摘 要 特征抽取是模式识别研究领域的一个热点。本文提出了一种新的基于Schur分解的Fisher鉴别分析的特征 

抽取方法。此方法引入 了零空间的概念，指出了前人算法中的不足之处；给出了一个完整的基于 Schur分解的 Fisher 

鉴别分析方法。ORI 人脸数据库上的实验表明了该方法的有效性。 
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Abstract Feature extraction is one of the hot topics in the field of pattern recognition．In this paper，we point out the 

weakness of the previous methods anda new method of Fisher discriminant analysis with Schur decomposition is pro— 

posed．Conception of null space is introduced in this paper．Experimental results on ORI {ace database indicate that the 

proposed method is valid． 
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1 引言 

在模式识别领域中，特征抽取是重要的研究内容之一，其 

基本任务是找出分类时最有效的特征l1 ]。Fisher鉴别分析 

(Fisher discriminant analysis，FDA)是公认 的特征抽取最重 

要的工具之一，目前仍然被广泛地应用在人脸等图像识别领 

域  ，其研究最早可追溯到 1936年 Fisher发表的论文[5]。 

其基本思想为选择使得 Fisher准则函数达到最优的向量作 

为最优投影方向，样本在该方向上的投影能达到类间散度最 

大和类内散度最小。但是，Fisher鉴别矢量通常是统计相关 

的。许多试验已经表明，通过使鉴别矢量彼此正交可以减弱 

这种相关性。基于这一思想 ，Sammon提出了计算鉴别平面 

的算法l6 。Sammon鉴别平面的第一个鉴别矢量为具有最大 

类间距离与类内距离比值的矢量，第二个鉴别矢量为与第一 

个鉴别矢量正交且使 Fisher准则函数(即类间距离与类内距 

离比值)具有极大值的矢量。在此基础上，Foley与 Sammon 

在 2类问题的识别中引入了最优鉴别矢量集的概念，使用多 

个正交鉴别矢量进行鉴别分析[7一。此外，多类问题的正交鉴 

别矢量集的解也被求出l8j，一般称这类正交 的矢量集为 F-S 

鉴别矢量集 。 

F̂S鉴别分析方法(Foley-Sammon discriminant analysis， 

FSD)也是有效的特征抽取方法，但是该方法计算耗时。针对 

这一问题，文[9]提出了一种基于Schur分解的Fisher鉴别分 

析方法 (Fisher discriminant analysis with Schur decomposi— 

tion，FDS)。此方法首先采用 PCA 叩降维方法来避免小样本 

问题 ，然后利用 Schur定理，简便地求出了同时满足正交条件 

和 Fisher准则的最优鉴别矢量。然而，该方法并没有考虑在 

经过 PCA变换之后样本的类内散度矩阵存在零空间[11~133的 

问题。本文中将关注此零空间的信息，并提出了一种完整的 

基于 Schur分解的 Fisher鉴别分析方法 (Complete Fisher 

discriminant analysis with Schur decomposition，CFDS)。 

2 Fisher鉴别分析方法 

Fisher鉴别分析的目的是从高维特征空间中提取出最具 

有鉴别能力的低维特征，这些特征可以将同一类别的样本聚 

集在一起 ，而使不同类别的样本尽可能地分开，即选择使得样 

本类间离散度和样本类内离散度的比值最大的特征。 

样本类问散度矩阵定义为 
r 

一 ∑P (H --u)( --u) 

其中，“ 是c 类的均值，“是所有样本的均值，P 

率 。 

样本类内散度矩阵定义为 
C 

S 一∑P S 

(1) 

是先验概 

(2) 

其中 S—E{( 一 )( 一 ) f ∈G} 

我们希望原始数据经过投影后，在低维空间内得到的就 

是最有助于模式分类 的信息。因此，如果类 内散度矩阵 

是非奇异矩阵，最优的投影方向w就是使得样本类间散度矩 

阵s 和样本类内散度矩阵的行列式比值最大的那些特征向 

量。因此，Fisher准则函数定义为 

．，(w)一a 而wrsbw (3) 

通过线性代数理论，我们可知w 就是满足如下等式的解： 

W  一 S W (4) 

通常的 Fisher准则 函数通过求得对应矩阵大于零的特 

征值所对应的特征向量以得到投影空间，此时我们注意到该 
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矩阵s s 最多只有 C 1个非零特征值，其中C为类别数 

目。 

当类内散度矩阵奇异的时候，Fisher准则函数也可以采 

用如下的形式： 

(W)一argmax而WrS~W (5) 

其中的 s，为样本的总体散度矩阵。 

3 FDS方法 

为了解决 FSD方法 的计算耗时问题，Song[ 等人利用 

Schur定理提出了 FDS方法，下面给出 Schur定理及 FDS方 

法的描述。 

定理 1[1 (Schur) 设 A为 阶方阵， ， z，⋯， 是A 

的特征值，不论它们是实数还是复数，总存在相似酉矩阵 U， 

使得 A—UTU ，其中 T为三角矩阵，对角线上的元素是 ， 

2 ，⋯ ， 。 

依据定理 1，当A为实 阶方阵时，它的 Schur分解是 A 
— UTU ，这里 U是正交矩阵。Fisher鉴别分析是对 s 

(当 可逆时)或 S S (当 不可逆时)进行特征分析，而 

在 FDS中是对 s 或 s s 进行 Schur分解。设 s 

的Schur分解是L，丁 ，“ ，“。，⋯，“ 是矩阵U的所有的列向 

量，显然 “ ，“ 一， 是相互正交的。假设 “-，“z，⋯，“ 是 

S S 前 d个最大特征值所对应的 Schur分解向量，这样通 

过映射：X—V叮X可以把高维的输入空间压缩成一个低维的 

特征空间。这里， 一“ ，“z，⋯，“ 是 FDS的鉴别矩阵，“ ， 

“：，⋯，“ 是鉴别向量。 

4 我们的方法 

文[9]在采用 FDS方法之前 ，为了能够避免小样本问题， 

先采用 PCA对样本进行降维 ，然后对 s 进行 Schur分 

解。但是该方法并没有考虑经过 PCA变换后的空间中会出 

现新的类内散度矩阵奇异的情况 ，此时利用 FDS方法是否丢 

弃了相应的分类信息呢?那么如何有效地得到更多的鉴别信 

息，以提高该方法的识别率呢?在本文中，我们改进了文E92 

的方法，利用零空间的概念，提出了一个完整的基于 Schur分 

解的Fisher鉴别分析方法。 

文[1 ]中指出，假设原始图像数据空间为 ，那么所有 

的最优鉴别矢量都能从低维空间R ( —rank(S，))中得到而 

不丢失任何的信息。这种低维空间通过 PCA方法获得。我 

们给出以下定义和定理。 

定义 1 设 一rank(S，)，矩阵 P一(P1，Pe，⋯，P )，其 

中 P ，P：，⋯，P 为 s，的m 个非零特征值所对应的 个标 

准的特征向量，定义： 
、，T 、， 

了(y)一 (6) 
』 ⋯  

其中 =prS P，雪，一P S，P，Y Y ，Y 一， 。 

公式(6)就是在线性变换之后在 空间的 Fisher鉴别 

准则函数。 

定理 2 设 y=y ，Yz，⋯， 是在 PCA变换空间 中 

采用 FDS方法所求 的鉴别向量集，那么 W—pY=(W1一 

P yl，W。一P ，⋯，W 一P )就是同时满足 Fisher准则函 

数 J(W)与正交条件的最优鉴别矢量集。 

证明：因 y。，y2，⋯， 是 FDS的鉴别矢 量，所 以由 

Schur定理知向量满足正交条件 ，即 
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y 一 一{ 
故 W，『 一y『P ’Py，一 

又y ，y ，⋯， 是矩阵雪- S 前 d个最大特征值所对 

应的Schur分解向量，所以有 

S S y，一 ，Yj J一1，2，⋯ ，d 

[y ，yz，⋯， ] S [y ，yz，⋯， ]一 EY ，y ，⋯， 

] s，[yl，y2，⋯， ~diag(A1， 2，⋯， ) 

一

㈨一 等等 等 
一 1{ ，一m xj(Y) 
J一1 

)一 蕞 = =两yrgby -~y) 
证毕。 

总的线性变换可以如下定义： 

Z—W  X (7) 

因此，我们现在的问题就是如何求经过 PCA变换的子空 

间中的最优鉴别矢量。因为经过 PCA降维的子空间 R 中， 

仍然会存在 re>rank(S )的问题，所以对此空间作特征提取 

的时候就应当考虑存在于s 对应的零空间中的特征信息。 

假设 71， ，⋯， 是降维之后空间类内散度矩阵的 个 

特征向量，并且其对应的特征值按照从大到小的顺序排列 

> 。>⋯> 。如果存在零空间，我们假定其中的前 1个 

特征值是正值。因此，对应的特征矢量可以分为 2部分 ：特征 

值为 0的值对应的特征向量 Q ( ， + 一， )和特征 

值不为 0的值对应的特征向量 Q2一( ， ，⋯， )。此时利 

用 FDS做特征抽取的时候必须同时考虑在这两个不同的子 

空间的信息。基于以上关于零空间信息，我们可以得到以下 

完整的算法描述。 

步骤 1：对原始图像做 PCA变换，将原始图像变换到 

( —rank(S ))维空间。计算得到 空间类内散度矩阵的 

特征向量 y ， ，⋯， 。所有的特征向量按照对应特征值从 

大到小的顺序排列 ，其中前 m1个特征向量对应大于 0的特 

征值。 

步骤 2：得到特征值 0所对应的特征向量 Q 一( -+ ， 

。一。，⋯， )。那么我们可以得到新的类间散度矩阵 S = 

Q Q ，由于此时位于 S 的零空间中，对 进行 Schur分 

解 ，得到相应的 Schur向量 Z ， ，⋯， (通常 Z—C一1，C为 

样本数目)。因此我们可以得到当相应的类内散度矩阵奇异 

时的最优鉴别矢量集 y，一Q Zt。 

步骤 3：得到特征值不为 0所对应的特征向量 Q 一(y-， 

y2，⋯， -)。那么我们可以得到在新的子空间内对应的类问 

散度矩阵 一 Q。和总体散度矩阵 一 S Q。。因此， 

可以对 S 进行 Schur分解，得到余下的 —z个最优鉴别 

矢量z ( —z+1，z+2，⋯，d)。由此，我们可以得到当相应的 

类内散度矩阵非奇异时的最优鉴别矢量集 y，一Q2 ( —z+ 

Z，Z+2，⋯ ， )。 

步骤 4：通过 y，一Q 和 y，一Q 得到所有在经过 

PCA变换之后子空问内的最优鉴别矢量集。 

(￡5一 (yl，Ye，⋯ ，y ，y +1，⋯ ， )。 

步骤 5：得到测试样本在最优鉴别矢量集上的投影数据 

进行分类。 

5 实验结果 

我们的实验数据采用 ORLE 人脸数据库。ORL人脸数 
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据库包括从 1992年4月到1994年4月剑桥大学实验室拍摄 

的一系列人脸图像，具体为 4O个人 ，每个人有不同表情或不 

同视点的 lO幅图像所构成 ，倾斜角度不超过 2O度。人脸库 

中的部分人脸图像如图 1所示。 

图 l ORL人脸数据库部分人脸图像 

实验中的训练数据集和测试数据集均随机生成 ，分别从 

每类中取 —4，5，6构成训练样本集。每次实验中的训练样 

本集均随机产生，数据库 中训练样本集之外的数据构成测试 

样本集。最后采用最近邻分类器进行分类。我们的实验中， 

在每个不同训练样本数 目下均做 1O次不同的实验。表 1显 

示了在不同的实验方法中 lo次不同结果的平均识别率和方 

差比较。 

表 l ORL人脸数据库识别率(均值和方差) 

图 2显示了每类随机抽取 5个训练样本的 lO次不同的 

识别率比较。 

每类训练样本个数噶 

图 2 四种特征提取方法识别率比较 

从表 1可以得出，CFDS的平均识别率优于其它的四种 

特征提取方法。图 2的 lO次不同样本情况下的识别率 比较 

图说明了CFDS方法有较好的鲁棒性。从以上的实验结果中 

可以得出，由于CFDS引入了零空间信息，得到了更多的分类 

信息，人脸的识别性能有了明显的提高，并且该方法的鲁棒性 

较好。 

结束语 本文提出 了一种完整的基于 Schur分解 的 

Fisher鉴别分析方法，该方法引入了零空问的概念 ，抽取得到 

经过PCA变换后的所有分类信息，从而得到了更多有助于分 

类的特征信息。同时所得到的鉴别矢量之间具有正交性，减 

弱了鉴别矢量间的相关性。在 ORL人脸数据库的实验结果 

表明所提出方法的识别率优于 FDS方法。 
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