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平面有界闭区域图形的拓扑分类识别 ) 

倪劲松 

(苏州大学数学科学学院 苏州215006) 

摘 要 本文首先将具有简单封闭曲线特征的闭主曲线学习算法应用于平面有界闭区域图形的边界提取，给出相应 

的算法。结合拓扑度理论，本文还定义了有界闭区域的边界关联矩阵，引入 了平面中图像的 F一同胚概念，运用边界关 

联矩阵是 F_同胚下的完全不变量原理，将 同胚和边界关联矩阵概念有机结合起来，对平面有界区域图形进行拓扑 

粗分类，以达到缩小搜索范围、提高搜索速度的 目的。最后 ，本文给出了平面有界闭区域图形的计算机拓扑识别的算 

法及 其实现 。 
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Abstract By applying closed principal curve learning algorithm，we can obtain a simple po[ydragon as an approach for 

every simple closed curve in plane．So we can extract the boundary of every connect closed domain D in plane by simple 

polydragons．Thus we only need tO consider the case of all domain which boundaries are simple polydragons．In this 

case，by topological degree theory，we can define conjunction index J 一 ind(P ，Ps)for tWO un-joint simple closed 

curves Pi，Pj in plane，and conj unction matrix I(D)一(J )for every bounded closed domain D in lane．Then we in 

troduce the conception of F-homeomorphism for any tWO pictures in plane，and apply this conception tO image recogni— 

tion．In[5]，combining the algebraic topology method，we have proven that conj unction matrix is complete topological 

invariant of bounded closed domain D in plane under F homeomorphism． SO，for any tWO bounded closed domain in 

plane 1 and 2，we design several algorithms tO pick-up their boundaries，computer their conj unction matrixes，and 

compare their conjunction matrixes when they will be the same．after all，we have satisfactorily resolved the problem of 

topological recognition of bounded closed domain in plane under F-homeomorphism． 

Keywords Closed principle curves，Bounded closed domain，Conjunction matrix，F-homeomorphism 

从数学方法上看，现有图形识别方法多半是采用分析和 

概率相结合的方法，而描述图形本质特征的拓扑不变量却难 

以有效应用。主要原因在于拓扑不变量通常比较难算 ，没有 

比较实用的方法来恰当地提取图形的拓扑不变量，尤其是对 

较复杂的图形而言更是困难重重。在文E7]中，作者与人合作 

给出了提取平面一般简单闭曲线的闭主曲线算法，为拓扑方 

法应用于图形识别提供了可用的一种计算工具。本文将利用 

闭主曲线算法，借用拓扑度的想法引入有界闭区域的完全拓 

扑不变量～ 一由图边界分支之间的拓扑关联指标组成的关联 

矩阵，此矩阵的计算比较简单并且便于应用，进而给出平面有 

界闭区域拓扑分类识别问题的圆满解决。 

1 基本知识 

1．1 平面向量的幅角 

设 r一(z，j，)∈R。，定义 r的有向幅度为0 (r)，即 z轴 

逆时针旋转到r的角度。当l rl一1即 +j， 一1时，0 (r)为 

r与z轴正向的有向角。而对于一般的 r一(z，j，)∈R。，02 

(r)定义如下： 

．， f 0 r一 0 

02 一i ( I) 。 

当 r ，r2∈R。时，定义 r 与 r2之间的有向夹角 O(r ，r2)为 

O(r1，r2) (r2)一 02(r1)(mod 2n) 

显然 ，当 r一(z，j，)用复数 Z=x+ iy来表示时，那么有 

如下形式 
_ ' _' 

r一 }r exp(i 02(r)) 

当 Z 、Z2是两个复数，并且 Zl≠O时， 

Z2 Z = I I／IZ1【exp( (Z ，Zz)) 

1．2 平面有界闭区域 

现设 D为平面中的点集，如果 D中每个点都有一个邻域 

包含在D中，则称 D为平面中的一个开区域，并称 D的闭包 

为平面中的闭区域 D。如果闭区域 还是有界的，则称 为 

有界闭区域。 

对于有界闭区域 而言，我们可以基于作者在文E7]中 

给出的闭主曲线拟合算法，提出一种提取图形边界的有效方 

法 ： 

算法 A(有界闭区域边界图形提取) 

step 1：分离有界闭区域 石的图形边界； 

step 2：优化处理分离后的边界点集： 

step 2 1：合并边界线判断：如果两条取出的分离边界线 

能够首尾相距不超过预先设定的阈值，则合并该两条边界线； 

*)本课题获得国家自然科学基金(10571129)资助。倪劲松 博士，研究方向：代数拓扑同伦论、数据集几何特征提取。 
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step 2-2：删除边界线判断：如果两条取出的分离边界线 

的距离小于预先设定的阈值 ，则视较短的一条边界线为分离 

中产生的虚线段(即伴生在闭边界线边缘的线段)，并予以删 

除； 

step 2-3：检查新的边界图形点集的闭合性； 

step 2-4：检查新的边界图形点集的互不相交性； 

step 3：转换边界点集为坐标点集； 

step 4：利用文[7]中闭主曲线拟合算法分别拟合分离后 

的 N。条闭合且不相交的边界图形集合 ，获得边界图形的闭 

主曲线集合r一{P ，Pz，⋯，P }。 

step 5：显示该 条拟合好的闭主曲线集合：r一{P ， 

P2，⋯ ，PN。}。 

由于闭主曲线算法拟合出来的边界线是简单多边形，这 

样就可以按如下方式引入拓扑工具对图形进行拓扑分类，并 

最终给出有界闭区域图形的计算机拓扑分类识别算法及其实 

现。 

2 关联矩阵 

2．1 边界关联指标与关联矩阵 

设 厂1， 是平面有界闭区域 D的两个孤立边界，P ，P。 

分别为 厂l， 的闭主曲线逼近，P 一{P叭，P啪，⋯，Pm∽}，i 
一 1，2。由于 P nPz一函，因此可以利用代数拓扑学中的拓扑 

旋转度理论来定义 P1与 Pz的关联指标 ind(P ，P。) 

ind(P1，P2)一 (1／2：I)∑0(PllPzj，PllP2j+I) 、 ——————+ —————————+ 

P 与 P 均为互不相交的闭合曲线，则关联指标与 P 中顶 

点的选取无关。 

设有界闭区域 的边界闭主曲线集 F一{P ，P。，⋯， 

PNo}，P 为R 中其内部包含 D的矩形。置 一rU{P }， 

No一#F，N—No+1一#r，则对于 1≤i， ≤N，定义 

J 一 ind(P ，P ) 

通过约定 ind(P ，P )一1，可得到对应于闭主曲线集 r的 

关联矩阵 J(D)一J(r)一(J )。 

可以证明，当 P 包含P，时，J 一0，反之 J 一1。关联 

矩阵元素实际上是由 0和 1组成。易知，当 ≤N一1一 No 

时，J 一1， ， 一0，并且对于一般的 ≠ ，总有 ：如果 J 一1， 

则 L． 一0。而当 J 一O—J 时 ，则 P 与P，所围的两个有界 

闭区域是互不相交的，同时也是互相分离的。 

2．2 边界集元素的不同排序对关联矩阵的影响 

在计算边界闭主曲线点集的关联矩阵时，还必须考虑到 

点集的排序对关联矩阵是否产生影响。运用合同矩阵概念可 

以解决这个问题。 

设 sN为N 个符号的置换群，7c∈S ，E(Tr)一(日 )为由置 

换 所决定的置换矩阵，其中日一{ 1 7r(，i．： 
Iu J 7cL z 

并且满足 E(Tr) 一 E(Tr) 。 

那么，当边界集 r经过置换 作用变成 r( )之后，对应 

的边界关联矩阵由 J(r)变成 J(r(7c))。通过矩阵计算可知 

J(r(丁c))一E(丁c)J(r)E(丁c) 

即：J(r)与 J(r(7c))是合同矩阵。 

因为 E( ) 一 E( ) ，所以这样的矩阵合同关系也是相 

似关系。对关联矩阵而言，我们关心的是其关联指标及其之 

和，故从某种意义上来说，边界集元素的不同排序对关联矩阵 

并不产生本质影响。 

3 有界闭区域的 F-同胚 

设平面 R 中两个有界闭区域 、 的边界闭主曲线集 

分别为一r{P1，P2，⋯，PN。}、 一{P 1，⋯，P lv }，PN为R 

中其内部包含 石与 的矩形边界M。置r—rU{P }， 
一 #F，N N。+1一 # ， 一 U{P ，}，N 。一 # ，N 一 

N 。+1一 # 。 

定义 称平面R。中两个有界闭区域 D、 是 Fn同胚的， 

如果存在 R 中矩形M 使得其内部包含 与D ，并且存在同 

胚 _厂：R 一R 使得 _厂：D—D 。_厂限制在R inM 上也是同胚。 
F F≠  

如 D与 Fn同胚，则记为 + ，否则记为 D—D 。 

由拓扑学知识(可参见文[4，8])可知：_厂： —D 也是同 

胚，并且 厂把边界点映到边界点，并保持包含关系，从而导出 

到 的保序的一一对应 ，而且 _厂(P )一 P ，f：P 一P ，为 

保定向的同胚。故此 ，如果 与D 是Fn同胚的，其 Fn同胚是 

由映射 厂：R 一R 确定，则 N N ，并且存在 1，⋯，N的一个 

置换 ，使得 (N)一N，D 的边界集『’ 一 U{P ，}按顺序 

(7c)一{P 一，P )}排列，且 f：P 一P )使得此时的 

边界关联矩阵 J( (7c))一 J(r)。 

Fn同胚关系确定了平面上所有有限截图之间的一个等价 

关系，只有两个有限截图具有 Fn同胚关系，才有可能是完全 

相同的图形。通过计算图形的边界关联矩阵可以对图形进行 

拓扑“粗”分类。 

4 F-同胚与关联矩阵的关系 

如何知道两个图形是 Fn同胚?是否 Fn同胚的两个图形 

其关联矩阵一定相等?为此，我们有 

定理 形如平面R 中两个有界闭区域的图形 D与D 

是 同胚的充分必要条件是： 

(1) 与D 边界集 # 一# N； 

(2)存在 D 边界集 的一个置换 7c∈SN使得 J(r)一 J 

( (7r)) 

证明：必要性已证，充分性的证明可参见文[5]。 

两个图形的关联矩阵在不考虑边界点集的不同排序下相 

等是其 F同胚的充分必要条件。而且由上文可知，关联矩阵 

是可以计算的，故通过计算图形的边界关联矩阵，可以确定两 

个边界图形的 Fn同胚关系，从而达到对图形进行拓扑“粗”分 

类，以达到缩小搜索范围提高搜索速度的目的。尤其在对诸 

如商标等数据库很大的情形检索时，起初的粗分类将使检索 

速度得到大大提高。 

5 图形拓扑分类识别的算法 

5．1 判别两个图形是否 同胚 

算法 B(判别两个图形是否 F_同胚) 

输入分别由算法 A生成的两个平面有界闭区域图形 D、 

D 边界集r和r 

step 1：计算 No一#F和N o一# ，如 N。一N o，则进 
F 士  

入 step2，否则输出 —D ，并进入 Step5； 

step 2：计算边界集 r和r 的关联矩阵 

J(r)一(J )，J( )一(J ，)其中： 

J 一 ind(P ，P，)，J 一 ind(P ，P ) 

step 3：计算 

，，一min{ll J(r)--EOr)J( )EOr) l ∈S～} 
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step 4：如果 J ，一O，则输出 — ，否则输出D— ； 
F 

step 5：如果 — 。则输出“ 与 是 F_同胚的”； 

如果 D—D ，则输出“D与 不是F-同胚的”。 

由于 step3对于较复杂的图形而言计算量比较大，可以 

换成如下弱一些的方法判断： 

step 3 ：定义关联矩阵的指标之和为： 
N 

ir一 ∑ J(r)( ， )一 ∑ J 
i·J一 1 i，}一1 

F≠ 

如果 ir≠ ，则一定有 D—D ，但由条件 i 一i 并不能推出 
F 

D—D ，此时还需进一步判断，不过此方法计算简单便捷 ，我 

们在下面算法演示中将主要用此方法进行断。 

5．2 有界闭区域图形的拓扑识别分类算法 

由上所述可得到有界闭区域的拓扑分类识别算法 

算法 C(有界闭区域的拓扑分类识别算法) 

输入平面有界闭区域 D、 

step1：由算法 A输出平面有界闭区域 、D 的边界集户 

和户 ； 

step2：通过算法B判断 与 是否 同胚。 

5．3 算法实现与结果分析 

下面给出拓扑识别算法 A和算法 B的实现结果。 

为 T便于分析和说明，我们采用了一组图形进行实验(图 

通过实现算法 B，我们生成如下关联矩阵(J ～J )： 

㈠=( ；) ( ：) 

f1 O O1 

1 O 

1 1 

1 O 

1 O 

O O 

O O 

1 O 

O 1 

1 O 

1 1 

1 O 

1 1 

O O 

O O 

1 O 

O 1 

由上面关联矩阵可以看出：对 J。和 J。而言，虽然所含的 

边界图形数量相同，但其所对应的 i 分别为 3和 2，所以它们 

不是 F_同胚的；而对 J 和 Js而言，因为其 i 相等( 一5)，所 

以是F同胚的，但与Js( 一6)却不 F_同胚；J 和 J 亦不 F_ 

同胚。这一分析可以从 图2或图 1上得到直观验证 ：从拓扑 

意义上来看，图 4和图 5的外部和内部结构均相同，可以粗分 

为一类；但是子图 6虽与子图 4、子图 5有相同的边界线个 

数 ，但内部结构却有本质的差别(有嵌套)，所以不可以分为一 

类。其他图形亦可以做出类似验证。 

图2 算法A生成的边界图形 

至此有界闭区域图形的拓扑识别问题就完全解决了，至于 

更一般的图形的拓扑识别问题是否也能用此方法给出较好的 

解决方案将是我们以后努力的目标。有关此结果在商标检索 

和机器人机械几何构件识别上的应用我们将另文加以发表。 
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