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基于最大基线倾角智能逼近的凸壳新算法 ) 

周启海 黄 涛 吴红玉 张元新 

(西南财经大学经济信息工程学院 成都 610074) 

摘 要 本文评述了有代表性的折半分治递归凸壳算法，并利用同构化凸壳基本定理提 出效率更高的最大倾 角智能 

逼近凸壳新算法。本新算法的同构化特点是：1)找出给定二维点集最外点(指最左、最右、最高、最低点)，即其 x轴、 

Y轴坐标值最大、最小的四个初始极点；2)用该初始极点，把原二维点集分布域划分为四个子分布域；3)分别在这四 
个子分布域中，各基于自身最新所得极点依次动态构造其基线倾角最大的当前极点，并用这些极点作凸边，来逐步智 

能逼近和最终生成该给定二维点集的凸壳。 
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A~tmct In this paper，comment on a representative algorithm convex hull with half-dividing and recurrenc；and a 

more efficient new algorithm to find a convex hull based on intelligent approximating with a maximum pitch is given by 

the isomorphic fundamental theorem of the convex hul1．The isomorphic characters of the new algorithm are：1)find 

out the outside-most poles which are the leftmost，rightmost．topmost and bottommost points on the convex hull，i．e， 

the four initial poles which have the maximum or the minimum coordinate value of the X or Y axis among all the points 

in given 2D point set；2)divides the original distributed domain into four sub—domain with the initial poles；3)in every 

SUb-domain．constructs a current pole with a maximum pitch to its base line based on its last pole got；ust dynamically 

and sequentially，and draw the rims of this convex polygon with these poles for intelligent approximating for a convex 

hull of the given 2D point set step by step． 

Keywords Isomorphic，Convex hull algorithm，Distributed domain，Pitch of base I ines，Intelligent approximating 

1 引言 3 二维凸壳生成算法研究评述 

不少文献，都说明了研究、改进和提高二维点集或线段集 

凸壳(以下简称凸壳)算法及其效率的重要意义与许多工 

作[1~1 s 。文[1]提出了可指导改进与优化凸壳算法的同构化 

凸壳基本定理 ；并依据同构化凸壳基本定理，阐明了“二维凸 

壳生成算法改进与优化的同构化方向”。在此，本文拟对另一 

种有代表性的折半分治凸壳算法进行评述，并基于同构化凸 

壳基本定理提出效率更高的最大倾角智能逼近凸壳新算法。 

2 二维凸壳问题与凸壳算法描述 

定义 1 设多边形 Q的顶点是给定平面内的点 Q (-z ， 

)，Q( 2， 2)，⋯，Q ( ， )。如果线段 QQ ( ≠ ，1≤ ≤ 

”，1≤ ≤”)总不在多边形 Q外，则称 Q为凸多边形。 

定义2 设二维点集 s一{P (五，y )J 1≤ ≤ 由给定 

平面内的点构成。如果凸多边形 Q顶点 Q ∈S，且 Q是可覆 

盖S中各点的最小凸多边形；则称凸多边形 Q为二维点集 S 

的凸壳。 

定义3 如何寻求给定二维点集 s一{P (_z ，y )J 1≤i 

≤m}的二维凸壳 ，称为二维凸壳问题。 

定义4 凡能构造性生成给定二维点集 S一{P ( ，y ) 

J 1≤ ≤m≥3}的二维凸壳的算法，统称二维凸壳生成算法。 

2o世纪 70年代以来，二维凸壳所具有的问题复杂性与 

应用重要性，使国内外专家学者对凸壳算法颇为关注，并已提 

出诸如卷包裹凸壳算法、格雷厄姆凸壳算法、折半分治凸壳算 

法，等等一 。文[1]已对卷包裹凸壳算法、格雷厄姆凸壳算法 

作了基本评述。在此，本文仅对另一有代表性的折半分治凸 

壳算法作简要评述。 

3．1 折半分治凸壳算法思想简介 

文[2]说明了基于分治技术与递归方法的折半分治凸壳 

算法，其算法效率高于卷包裹凸壳算法、格雷厄姆凸壳算法， 

且总运行时间为 f(Ⅲ)一O(m logⅢ)。 

(最左点P ) 

(最右点P ) 

X 

图 1 初始二维点集 S分划为其上、下子点集 S 、Sz示意图 

折半分治凸壳算法的算法思想，可简述如下。 

*)基金项目：西南财经大学科研基金项目(No．06K75)。周启海 教授，博(硕)士生导师，主要研究方向：计算几何，算法研究与实现，财经计 

算，同构化信息处理等。黄 涛 讲师，主要研究方向：计算机应用。吴红玉 硕士研究生，主要研究方向：计算机应用。张元新 硕士研究生， 

主要研究方向：信息管理．计算机应用。 
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第 0步：使初始二维点集 s的点 (五，yi)，满足 五≤五+ ， 

其中1≤ ≤m一1，3≤7”<+。。。并以初始点集 s的最左点 P 、 

最右点 P 为端点的线段作上下分界线，把 s分为上下两个子点 

集 s 、sF(例如图 1中：当 m一¨时，X轴坐标值最小、最大点 

P 、P】 ，分别为初始点集s的最左点 P 、最右点P ，且除这两 

点 P 、P1 外，还把点集 s分为上子点集 S上一{P2，P4，P6，P8， 

P9)，下子点集 sF一{P=；，Ps，P7，P]0}。)。 

第 1步：调用递归算法 UH(S )，以生成上凸壳。 

①如果当前m≤3，则当前点集s 中各点就是 s 对应 

凸壳的各顶点，并返回调用点 ；否则，执行②。 

②按点数近似等量分治原则，把当前点集 s 折半划分 

为两个工作子点集 S ～ z。 

③以s̈ 为新 s 递归调用上凸壳生成递归算法 UH 

(S上)，并生成 St 的凸壳上 。 

④以s』．z为新 s ，递归调用上凸壳生成递归算法 UH 

E)，并生成 s 。的凸壳上。。 

⑤构造凸壳 和凸壳 的上公切线(例如图 2所示的上 

虚线 Q7)，把凸壳i 、凸壳 L 合并为上凸壳 QL。 

Y 

o 

图 2 凸壳 Q的“QL 、Q z的上公切线， 、 。的下公切 

线”示意图 

第 2步：调用递归算法 uH(sT)，以生成下凸壳。 

①如果当前 m≤3，则当前点集 sT中各点就是 sT对应 

凸壳的各顶点，并返回调用点；否则 ，执行②。 

②按点数近似等量分治原则 ，把当前点集 sT折半划分 

为两工作子点集 sf 、ST2。 

③以sT 为新 sF，递归调用下凸壳生成递归算法 uH 

(s1F)，并生成 sT1的凸壳T1。 

④以ST。为新 sT，递归调用下凸壳生成递归算法 uH 

(ST)，并生成 ST2的凸壳F2。 

⑤构造凸壳T 和凸壳 的下公切线(例如图 2所示下虚 

线 Q )，把凸壳T 、凸壳Tz合并为下凸壳 。 

第3步：把上凸壳Q 与下凸壳 合而为一，并生成凸 

壳 Q(例如图 2所示凸多边形 Q】Q Q4 Qs Q7 )。 

3．2 折半分治凸壳算法主要弱点 

不难看出，折半分治凸壳算法存在的主要缺点是： 

第一 、由于采用递归，故其算法效率不高。 

第二、仅就上凸壳生成处理而言，在“以上公切线 QQ 

为一腰、上下分界线为另一腰，而点Q、Q+ 的x向坐标线为 

上、下底”所构成梯形(实际上，完全可扩大到：在“以上公切线 

QQ⋯为一边，而以分界线 P P右为其对边 Q+ P左；Q+ 

P左为另一边，而以QP右为其对边”所构成凸四边形 P左P 

Q+ Q)内，若所包含的 s E 、s±z各自的点越多，则该算法所 

作的子凸壳的无效边就越多，因而会更降低其算法效率(如图 

2所示：非凸壳 Q内的各无效边及其冗余处理，就颇为不 

少 。)。 

4 最大倾角智能逼近凸壳算法 

文[1]指出：2O世纪提出的凸壳问题，其算法研究始于 70 

年代、盛于 80年代、极于 90年代；然而，进入 21世纪以来，传 

统的凸壳算法研究出现了停滞不前的尴尬窘况。为改变这种 

窘况，权以本算法作为“引玉之砖”。 

4．1 最大倾角智能逼近凸壳算法的理论基础 

本算法的理论基础，是同构化凸壳基本定理。 

同构化凸壳基本定理 记二维点集 S一{P (z ，y )l 1 

≤ ≤m，3≤m<+。。}，凸多边形 Q的顶点集为R一{Q( ， 

y )j 1≤ ≤ ≤m<+。。，3≤ ，3≤m)。如果凸多边形 Q是 

二维点集 S的凸壳 ，则有： 

i．(顶点对内点的)凸壳内点无关性定理：凸壳 Q的所 

有顶点Q (z ，y )必不在 S与R的余集中，即 Q(z ，y )∈S 
—

R，1≤ ≤ ≤m<+∞ ，3≤ ，3≤m。 

I'_(顶点对顶点的)凸壳顶点独立性定理：凸壳 Q的任 
一 顶点 (xk，yk)必不在 R与 {Q }的余集中，即 Q ( ，yk) 

∈R一{Q }，1≤走≤ ≤m<+。。，3≤ 。 

基于同构化凸壳基本定理，作者认为凸壳生成算法改进 

与优化的同构化方向应当是 ：第一、根据凸壳内点无关性定 

理，应一方面使凸壳极点(实为顶点)分布域极小化，即让包含 

凸壳极点的判定区域尽可能小，以大大减少凸壳极点判定时 

的无效处理量；另一方面使极点判定对象直接化，即让所判定 

对象尽可能接近当前所寻极点，以大幅提高凸壳极点判定对 

象的直接针对性。第二、根据凸壳顶点独立性定理，一方面可 

从不同初始对象出发，来改进和优化串行凸壳新算法；另一方 

面可对不同视角对象处理，来改造和创造并行凸壳新算法。 

因此，在生成凸壳过程中，应尽力缩小极点的可能分布域—— 

在尽可能小的分布域内，尽可能快地直接找出并只找出其各 

个极点(即凸壳各条边的各端点)的凸壳算法；进而，再对有潜 

力的优秀串行凸壳新算法施以并行化改造与创新。无疑，这 

必定是今后进一步提高凸壳算法效率的主要捷径。 

4．2 其基本定义与算法构造 

下面简述依据同构化凸壳基本定理而提出的“基于最大 

倾角智能逼近的凸壳新算法”。 

定义5 二维点集 s一{P (z ，y )l 1≤ ≤m≥3)中各点 

的位置分布区域，称为 S分布域。 

、 I 

，÷ 
‘

／  ． 

，。 

s- ／

· 

k即 
、 三。 

图 3 凸壳的初始极点、子分布域及其最大倾角智能逼近 

示意图 

定义6 二维点集 s一{P (z ， )l 1≤ ≤m≥3}中，其 

X轴、y轴坐标值最大、最小的四个最外点分别记为 P( )( 
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一min{ l l<-~i≤m≥3}，y1)，P(2)(x2，y2一min{Y l 1≤ ≤ 

m≥3})，P㈤( 3一max{五 l 1≤ ≤Ⅲ≥3}，Y3)，P㈤( 4，Y4一 

max{Y l 1≤ ≤Ⅲ≥3})；这四个最外点P(̈、P(2)、P㈤、P㈤， 

合称凸壳 Q的初始极点，并记为 Q ，o、Q— Q3 Q4 线段 

Q1，o Q3，o与线段 Q，o Q4 称为凸壳 Q的基线，两基线的交点 

Q 称为凸壳Q的远心；这两条基线所分划出的二维点集 S分 

布域的四个小区域 I、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ，合称二维点集 S的子分布域 

(如图 3所示)。 

据此 ，本文提出效率较高的最大倾角智能逼近凸壳算法。 

其算法思想可构造如下 ： 

第 0步：初始化处理。 

①“构造布域 S的基线及其子分布域”处理：生成凸壳 Q 

的基线Q Q3．。与 Q，。Q 并把初始二维点集 S的原分布域 

划分为四个子分布域 I、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ。分别使各子分布域的点 

P (五，Y )，各 自满足 -丁 ≤z 。 

②“分布域及其子分布域初始极小化”处理：在分布域 S 

中，删除位于大基线四边形 Q1．oQ．o ．o Q4．o(注意：它可能退 

化为三角形 Q ，oQ，o Q3，。)中的所有内点；并仍记为 S。 

第 1步：标记子分布域 I为 S 。寻找凸壳 Q在子分布域 

S 中的各极点(显然，最紧邻两极点必顺次构成凸壳 Q的一 

条边)。即 

①“寻找下一新极点”处理：当 S 中尚有未处理点时，找 

出与当前子分布域 S 的基线倾角最大(即满足 QcQ ．oP 一 

max{ Q0Q ，。Q IQ ∈S })的最大倾角点 P (注：若有多个 

最大倾角点，则只取最后一个最大倾角点，即离最值点 Q ．o最 

远的那个倾角点)；顺次标记点 P 为(即顶点)Q1— 1≤是。 

②“子分布域 S 极小化”处理：在 S 中，删除位于三角形 

Q ，。P Qz，。中的所有内点；并仍记为 S 。回到本步①。 

第2步：标记子分布域Ⅱ为s 。寻找凸壳Q在子分布域 

S。中的各极点。即 

①当 S 中尚有未处理点时，找出与当前子分布域 S 的 

基线倾角最大(即满足 Q0Q，。P 一max{ QQ．oQ． fQ ∈ 

S })的最大倾角点 P ；顺次标记点 P 为新极点 Qz一 1≤是。 

②在 S 中，删除位于三角形 Q，。P Q 中的所有 内点； 

并仍记为 S 。回到本步①。 

第 3步：标记子分布域Ⅲ为 S 。寻找凸壳 Q在子分布域 

S 中的各极点。即 

①当S 中尚有未处理点时，找出与当前子分布域 S 的 

基线倾角最大(即满足 Q3，oP 一max{ Q0 Q3．o Q3， l Q3． 

∈S })的最大倾角点 P ；顺次标记点 P 为新极点Qm，1≤是。 

②在 S。中，删除位于三角形 Q3．oP Q ．o中的所有内点； 

并仍记为 S 。回到本步① 

第 4步：标记子分布域Ⅳ为 S 。寻找凸壳 Q在子分布域 

S 中的各极点。即 

①当 S 中尚有未处理点时，找出与当前子分布域 5 的 

基线倾角最大(即满足 Qc Q4．oP 一max{ Q0 Q4，。Q4． I Q4． ∈ 

5 })的最大倾角点 P ；顺次标记点 P!为新极点Q 一1≤是。 

②在 S 中，删除位于三角形 Q4．oP Q ．o中的所有内点； 

并仍记为 S 。回到本步①。 

最后，顺序把分布域中 I、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ所得各极点 (即顶 

点)，依次两两连接而得到的凸多边形 Q，必定是所求二维有 

限点集s的凸壳Q。 

4．3 本算法技术关键与核心基础的数学证明 

基线倾角最大智能逼近凸壳算法的技术关键与核心基 

础，是下列两个重要命题 ： 

1．凸壳 Q的顶点，与“对分布域及其子分布域的极小化 
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处理”无关。 

__．基线倾角最大点 P ，必定是所求二维有限点集 S的 

凸壳Q的一个极点(即顶点)。 

其数学证明如下： 

1．分布域及其子分布域的极小化处理中，所删除的仅为 

(且均为)凸壳 Q的内点，故根据凸壳内点无关性定理与顶点 

独立性定理可知，凸壳 Q的各顶点必仍在极小化后的分布域 

及其子分布域中。 

图4 最大倾角智能逼近凸壳算法核心部分数学证明的示意图 

_f．如图4所示．设凸壳 Q的当前子分布域 S 的初始极 

点为Q ，基线为 Q．。Q ，点 P 为S 的最大角倾点。因P 满 

足 P 一max{基线倾角 QQ．。P I P ∈S })，且满足“若有多 

个最大倾角点，则只取最后一个最大倾角点”；故对 S 中任一 

点 必有 Q0Q．oP ≥ Q)Q，o ，即点 必在△Q' ．。Q．o 

P 内，或者至多同在凸边 Q．oP 上(但须注意：此时，两者长 

度必有 Q．。 <Q．。P )。因此，点 P 必为凸壳 Q的一个极 

点。证毕。 

结论 本文提出的倾角最大智能逼近凸壳新算法，不仅 

在时间、空问复杂度与效率上，均显然优于现行卷包裹凸壳算 

法、格雷厄姆凸壳算法、折半分治凸壳算法等传统凸壳算法 ； 

而且，很容易改造为并行化算法。因此，它将有效提高二维凸 

壳生成速度，可进一步改进和提高二维凸壳在图像处理、文字 

分解、模式识别、物体分类、计算图形、指纹识别、遥测遥控、地 

物辨识、地质勘探、空天利用等的应用水平和工作效率。 
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