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广义变精度粗糙集模型中近似算子研究 ) 

孙士保 普杰信 秦克云。 

(河南科技大学电子信息工程学院 洛阳471003) (西南交通大学智能控制开发中心 成都 610031)。 

摘 要 定义了多数包含关系；借助引入的误差参数 p(o≤ O．5)，提出了基于后继邻域的广义变精度粗糙集模型的 

J9上近 口X、J9下近似业 X、J9边界tmrpX和J9负域 negrpX 的定义；详细讨论了|9上、下近似算q-a
_

~ X 与n r口X 

的性质；从对偶性角度出发推广了卢上近似、卢下近似算q-apr~X -~apr X，得到了两对对偶的上、下近似算子 

与n rpx和塑垒 x与n rpx；最后全面讨论了推广后的两对上、下近似．gq-．p／~x与n r口x@apr~X与n r；x的性质， 

详细分析 了它们同广义变精度粗糙集模型中上、下近似算子aJ2y2X 与n r口x 和一般关系下的变精度粗糙集模型中上、 

下近似算子R X 与R。X的关系。 
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Abstract The majority inclusion relation is defined．A generalized variable precision rough set model based on succes— 

sor neighbor is proposed by means of the error parameter|9(O≤17<0．5)．p upper approximation aprpX，|9 lower approx- 

imation x，e，boundary regions bnrpX and e negative field negr3X are defined The properties of aprpX and a_p~ X 

are discussed in detail．Two pair of dual approximation operators a praX and apr~X together with业  and apr~X are 
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discussed，the relation between two pair of dual approximation operators and堡业8X and apr~X together垦口X and RpX 

are analyzed in detail． 
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1 引言 

粗糙集(Rough Sets)理论是 Z．Pawlak教授于 1982年提 

出的一种研究不完整、不确定知识和数据的表达、学习、归纳 

的理论方法[1]。该理论已经成为智能计算领域的研究热点， 

并在信息处理、数据挖掘(DM)和数据库知识发现(KDD)等 

认知领域有成功的应用 。 。 

粗糙集理论将分类与知识联系在一起，根据已知数据 自 

身的不可分辨关系，通过一对近似算子，对某一给定概念进行 

近似表示。它是一种数据驱动的方法，本质上不需要任何关 

于数据和相应问题的先验知识和附加信息，因此特别适合应 

用于知识发现与数据挖掘领域。Pawlak粗糙集模型的一个 

局限性是它所处理的分类必须是完全正确的或肯定的，因而 

它的分类是精确的，亦即只考虑完全“包含”和“不包含”，而没 

有某种程度上的“包含”和“属于”。Pawlak粗糙集模型的另 

一 个局限性是它所处理 的对象是 已知的，且从模型中得到的 

结论仅适用于这些对象。但在实际应用中，往往需要把从小 

规模对象集中得到的结论应用于大规模对象集上去。Pawlak 

粗糙集模型的局限性限制了它的应用。为了克服这些局限 

性，Ziarko提出了变精度粗糙集模型 (VPRS模型，Variable 

Precision Rough Set Mode1)。它是 Pawlak粗糙集模型的扩 

展，其基本思想是在 Pawlak粗糙集模型中引人参数J9(O≤ < 

0．5)，即允许一定程度的错误分类率存在，它可以解决属性间 

无函数关系的数据分类问题。当I9—0时，变精度粗糙集就退 

化为 Pawlak粗糙集。这种推广的模型有利于从看似不相关 

的数据中发现潜在的相关数据。目前变精度粗糙集模型已经 

在很多行业得到了广泛的应用[5 。 

然而，基于变精度粗糙集模型的推广工作没有得到进一 

步的研究。到目前为止，有关变精度粗糙集模型的研究主要 

集中在等价关系下的约简方法和模型推广两个方面。等价关 

系下的约简方法有 I9约简[ 、I9上(下)近似(分布)约简。。 、基 

于结构的约简[ 等，它们使得应用变精度粗糙集理论进行信 

息处理成为可能。但在很多实际问题中，对象之间的等价关 

系很难构造，或者对象之问本质上就没有等价关系，因此需要 

对等价关系进行推广。变精度粗糙集模型的推广是把等价关 

系推广为论域上的模糊关系[ lo]或一般二元关系0 。文[9， 

lO]主要是把变精度方法引入到模糊粗糙集，探讨模糊粗糙集 

的理论和应用；文[11]把变精度粗糙集模型中的等价关系推 
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广为论域 U上的一般二元关系R，(U，尺)为广义近似空间，对 

于任意的 X U，X关于广义近似空间(U，尺)的 下近似和 

上近似为 

尺0X一 { EU：C(Rs( )，X)≤ ) ． 

尺0X一 {．27EU：C(Rs( )，X)<1--p) (I) 

并在此基础上定义了X关于广义近似空间(U，尺)的 边界域 

和口负域 ，然后讨论了所给模型的一些性质，最后讨论了集合 

的相对可辨性、近似依赖和属性约简等。但是文[1】]中的模 

型有其固有的局限性：近似算子缺乏良好的性质，如传递性、 

欧几里得性等。本文提出从 ．27的邻域出发来定义广义变精 

度粗糙集模型，通过详细讨论这种模型知它比文[11]中的模 

型具有更好的性质；另外，从满足对偶性的要求出发对这种广 

义变精度粗糙集模型进行进～步的推广，即从下近似 出发找 

它的对偶上近似和从上近似出发找它的对偶下近似，这样就 

形成了两对对偶的上、下近似算子 与npr 和 

与n r x；最后全面分析推广后的两对上、下近似算子 x 

与npr x和 x与npr x的性质及它们同本文中定义的广 

义变精度粗糙集模型中上、下近似算子 x与npr 和文 

[11]中的一般关系下的变精度粗糙集模型中上、下近似 x 

与R。X的关系。 

2 广义变精度粗糙集模型 

定义 1[1 ] 设 U是有限非空的论域，尺 U×L，是 U上 

一 个任意二元关系。对于V ，YE U，若 xRy，即( ， )∈尺， 

则称 y是．／7的后继(successor)，记 R ( )一{yEUIyRx)为 

的后继邻域 ；称 ．／7是Y的前继(predecessor)，记 R (z)一{yE 

U 1yRx)为32的前继邻域。称尺是串行的，若VxEU，Rs( ) 

≠ ；称 尺是逆串行的，若 V EU，R ( )≠ ；称 尺是 自反 

的，若VxEU，xER ( )；称R是对称的，若V ，yEU， ∈尺 

( )蕴涵yER ( )；称尺是传递的，若V ，yEU，yER ( )蕴 

涵 R ( ) R( )；称 尺是欧几里得的，若 V ，y EU，yER 

( )蕴涵R ( ) R ( )。 

定义 2[12] 设 X和 y表示有限论域 U的非空子集，如果 

对于每一个 eEX有eEY，则称 y包含 X，记作 y X。令 

c(x，y)一』 一 xnYI／IXI， xf>o 
}o， J I=o 

其中J X!表示集合 X的基数。称 C(X，y)为集合 X关于集合 

y的相对错误分类率。即如果我们将集合 X中的元素分到 

集合 y中，则出现分类错误的比例为 C(X，y)×lOO％。 

令 O≤ <O．5，多数包含关系定义为 
0 

y C(X，y)≤口 

显然，y X当且仅当C(X，y)一O。 

定义 3 设 U是有限非空的论域，R U×U是 U上一个 

任意二元关系，称(U，尺)为广义近似空间。对于任意的子集 

X U，o~p<o．5，X关于广义近似空间(U，尺)的 下近似 

apt口X和上近似np 口X分别定义为 

ajp~X—U{R ( )jC(R( )，X)≤口)，xEU 

aprpX—U{R ( )IC(R ( )，X)<1一口}， EU (2) 

apr~X也称为口正区域，记为 posrpX。 

相应地，X关于广义近似空间(U，R)的口边界域定义为 

6n X—U{R ( )I <C(R( )，X)<1-9}，22EU 

X关于广义近似空间(U，R)的 口负区域定义为 

neg~X=U{R ( )I C(R ( )，X)≥1一口)， EU 

X的 正区域(或 X的 下近似)可理解为将 U中对象 

的邻域以不大于 的分类误差分于 的集合。 的 负区域 

相应理解为将u中对象的邻域以不大于 的分类误差分于x 

的补集(即～X)的集合。 

定理 1 设 (u，R)是广 义近似空 间，对于 VX U， 

posr~X~negra(～X)，其中~X=U--X。 

证明：posr~X一 一U{R ( )1C(R ( )，x)≤ 

— u ( 1一 ≤ }一 U ( 

≥1--f1) 

一 u ( 一 U ( 1一 

≥1--fl} 

一 U{R ( )lC(R ( )，～X)≥1--9}一”eg (～X) 

X的J9边界域是由那些以不大于J9的分类误差既不能分 

类于X又不能分类于～X的U中对象的邻域所构成的集合。 

如果 bnr~X一 ，则 posr~XU”eg X—U。 

x的 上近似是由那些以不大于 的分类误差不能分类 

于～x的u中对象的邻域所构成的集合。 

定理 2 设(U，R)是广义近似空间，O≤ <O．5，则下近似 

算子堡垒 X和上近似算子npr X满足的性质为 

t1)apr~ =apr~ 一 

证明：V xEU，当 R ( )一 时，C(R ( )， )一O≤口， 

业 。 =apr~ 一 ；当存在 R ( )≠ ，C(R ( )， )一l> 

且C(尺 ( )， )一1>1一 ，从~apra =apr~ 一 。 

(2)X 三 堡 9X 三np y和堡鱼 X 三np y 

证明：由于 X y，C(尺 ( )，X)≥C(尺 ( )，y)，因此 

y~lapr XC__apr~Y。 

(3) (Xny) Xn y；np (XUy) np X 

UaptlY； (XUy) X U aptlY ；n (Xny) 

apr~XnaptlY 

证明：只证明第一个式子，对于 VX，y U，C(R ( )，X 

ny)≥C(R ( )，X)和 C(R ( ))，XnY~C(R ( )，X)，因此 

(XNy) X且． (XNy) y，所以 (Xn 

y) X n y。其余各式证明类似。 

(4) X np X 

证明：由上、下近似的定义可直接推出。 

(5) X 9(apr~X)和np X n (apr~X) 

证明：只证明第一个式子， 一U{R ( ) C(R ( )， 

x)≤ ，而对于 VxEU，若 E ，则存在 yEU，使 E 

R ( )且 C(R ( )，X)≤ ，从而R ( ) 堡垒 X，则 C((尺 ( )， 

apr~X)一0≤ ，从 而 R (Y) 口(apr~X)，故 35E 9 

(apr~X)，所以 (apr~X)，证毕。另～式证 明类 

似。 

(6)np X 堡垒 (apr~X)和堡．垒 X 三np (apr~X) 

证明：只证明第一个式子，业  ：U{R ( )I C(R ( )， 

X)<1--9}，而对于 V EU，若 xEapr~X，则存在 YEU，使 z 

ER ( )且 C(R ( )，X)<1--9，从而R (y)C_apr~X，则 C(R 

( )，apr~X)一O≤ ，从 而R ( ) 9(apr~X)，故 Ea
_ p~ 

(apr~X)，所以apr~XC__apr~( X)，证毕。男一式证 明类 

似。 

(7)a≥J5 堡．垒 X 堡垒 X；~apr XC_apr~X 

·  ]95 · 
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证明：因为口≥J8，VC(R ( )，X)≤J8必有C(R ( )，X)≤ 

口，所以堡乜 x三 垒 x和 。x x。 

(8)若R是自反的， ，u一 u—u。 

证明：当R是 自反的时，C(R ( )，U) O，从 lfflapr~U= 
一

apr~U= U。 

3 近似算子的其它定义形式及其性质 

由上述性质可以看出，(2)式中的近似算子不是对偶 的， 

这对于近似计算来说是很不方便的。为了解决这对近似算子 

不能构成对偶的缺陷，可以用两种方法去推广(2)式中的近似 

算子。 

0~4X=U{R ( )fC(R ( )，x)≤J8}， ∈U 
一 { ∈UI jyExER ( )，C(R ( )，x)≤ }， 

apr~X一～ 日(～X)一～{ ∈UI j [ ∈R ( )，C(R 

( )，～x)≤ } 

一 { ∈uI V [ ∈R ( )=>c(R ( )，x)≤1一 }U(～ 

R (U))。 

② x一～np (～x)一～{ ∈UI j [ ∈R ( )，C 

(R ( )，～x)<1一阅} 
一 { ∈Ul V [ ∈R ( ) c(R ( )，x)≤ }U(～R 

(U))。 

x—U{R ( )IC(R ( )，x)<1--fl}， ∈U 

={ ∈UI jyExER ( )，C(R ( )，x)<1一阅}。 

定理 3 设 u是有限非空的论域，R u×u是 u上一个 

任意二元关系，称(U，R)为广义近似空间。对于任意的子集 

X U，O≤ O．5，X关于广义近似空间(U，R)的J8下近似 

x 和J8上近似npr 分别满足下列性质： 

(1)apr'pX一～堡 (～X)和 日X一~aprp(～X)； 

证明：由定义直接可得。 

(2)XCY y，ap6XC__~p6Y' 

证明：设 ∈ ，由定义知jyffU， ∈R ( )且 C(R 

( )，X)≤J8。显然对于 XCY，C(R ( )，y)≤J8，结合 ∈R 

( )，可知 ∈aP6Y，于是 。 

同理由对偶性可证np x np y。 

(3)apr'~(XAY)Capr'~Xn y，apr3(xUy) np x 

UaP-~Y； 
证明：设 ∈ 3(xNy)，由定义知jyffu， ∈R ( )且 

C(R ( )Xny)≤J8。显然 C(R ( )，X)≤J8且 C(R ( )。y)≤ 

J8，结合 ∈R ( )，可知 ∈ x且 ∈ 9y，即 ∈apeX 

n“_ y，于是 (xny) 西xn y。 

同理由对偶性可证np (xUy)~apr3X Unp y。 

(4)ap6(XUy) 鱼 xU y，np (XNy) np x 

nn y； 

证明：设 _丁∈ U也  y，由定义知 jyffU， ∈R ( ) 

且 C(R ( )，x)≤．8或 j 2∈u，xffR 且C(R ( )，y)≤J8。若 

xffR ( )且 C(R ( )，x)≤J8，显然 C(R ( )，xUY)≤J8，结合 

xffR ( )，可得 ∈ 五 (xUy)；同理若 ∈R ( )且C(R 

( )，y)≤．8也可得 ∈ (XUy)。于是 3(xUy) 

XUapr'~Y。 

同理由对偶性可证 (xny) x n y。 

(5)堡也 日X 堡丝 9堡鱼 X，np X三!np apr~X ； 

证明：设 ∈ x，由定义知 jyffU， ∈R ( )且 C(R 

· ]96 · 

( )，x)≤J8。显然对于任意的 ∈R ( )，有 ∈ x，从而 

R (y)C
_ ap~X，故 C(R ( )， x)一o≤ 可知 R ( ) 

日apri~X，结合xffR ( )，知 ∈ ，于是 x 

堡鱼 p6x。 

同理由对偶性可证 x 万 。 

(6)当R是逆串行时，有 u—u，np = ； 

证明：由条件知 R (u)一U， u—U{R (u)I c(R 

(U)，U)一O≤口}一U。 

同理由对偶性可证 一 。 

(7) 3 — ，~p6u=u； 

证明：Vxffu，当存在R ( )≠ ，C(R ( )， )一1>fl， 

一 ；当存在 R ( )一 时， 一U{R ( )一 ，C 

(R ( )，j2『)一O≤ 一 。 

同理由对偶性可证n u—U。 

定理 4 设 u是有限非空的论域 ，R u×u是 u上一个 

任意二元关系，称(u，R)为广义近似空间。对于任意的子集 

X U。O≤ O．5，x关于广义近似空间(U，R)的 I8下近似 

盟西 x和上近似npr 分别满足下列性质： 

(1) x一～ (～x)和 x一～ (～x)； 

证明：由定义直接可得。 

(2)x y 日y，np x np y； 

证明：只证右半部分，设 ∈apr~ X，由定义知 jY∈U， 

∈R ( )且 C(R ( )，X)<1一．8。显然对于 XGY，C(R ( )， 

y)<1一．8，结合 ∈R ( )，可知 ∈aP6Y，于 apr'~X 
y。 

同理由对偶性可证 y。 

(3) (xUy) xU y， (xNy) x 

n y； 

证明：设 ∈dp xUnp y，由定义知 jyffu，xffR ( ) 

且 C(R ( )，X)<1一．8或 j ∈U， ∈R (z)且 C(R (z)，y) 

<1一J8。若 ∈R ( )且 C(R ( )，x)<1一J8，显然 C(R ( )， 

xUy)<1一J8，结合 ∈R ( )，可知 ∈np (XUy)；同理， 

若 ∈R ( )且 C(R ( )，y)<1一J8，有 ∈np (xUy)。于 

是np (xUy)三 p x Unp y。 

同理由对偶性可证鱼 (xny)[1 xn y。 

(4) (xnY)Capr~Xn y， (xUy) x 
Uapr'aY； 

证明：设 ∈ (xNy)，由定义知 jyffu， ∈R ( )且 

C(R ( )，Xny)<1一J8，显然 C(R ( )，X)<1一J8且 C(R 

( )，y)<l—J8，结合 ∈R ( )，可知 ∈ x且 ∈ 日y， 

即 ∈ xn y，于是 (xny) xn y。 

同理由对偶性可证 (xny) Uap~Y。 

(5)ap~ XGap apr~X，旦乜3x 堡垒 apr~X； 

证明：设 ∈n x，由定义知jyffU， ∈R ( )且 C(R 

( )。x)<1一J8。显然对于任意的 zffR ( )，有 ∈np x，从 

而 R ( ) np x，故 C(R ( )，np x)一o<1一J8，可知 R 

( ) ，结合 xffR ( )，可知 ∈ ，于是 

np x 三np npr 。 

同理由对偶性可证 堡垒 。 

(6)当R是逆串行时，有~4u=u， 一 ； 

证明：由条件知R (u)一U，n 承，，一U fR (u)I C(R 

(U)，U)一O<1--fl}一U。 
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同理由对偶性可证 一 。 

(7)“ 一 ， ?U—U； 

证明：Vz∈u，当存在R (z)≠ ，C(R (z)， )一1>1 
-- p，n 一 ；当存在 R ( )一 时，n =U{R (z)一 

，C(R ( )， )一O<1--p)一 。 

同理由对偶性可证 u—u。 

4 近似算子之间的关系 

近似算子(2)和推广式①与②、(1)和推广式①与②虽然 

说它们的形式不同，但它们都是反映含有一定分类误差的包 

含关系，所以它们之间必然具有某种联系。我们经过研究发 

现近似算子之间具有以下关系。 

定理 5 设 u是有限非空的论域，R u×U是 u上一个 

任意二元关系，对于V x u，O≤ <O．5，若R是逆串行的，则 

近似算子(2)与推广式①和②满足关系式 

堡血 X 堡血 X 堡 X 三n X n 三n X 

证明：由定 理 2、定理 3和定理 4知apDX apr~X、 

n x 和 n x，所 以由对偶性 只须证 明 

即可。设 V32∈ ，由于 R是逆 

串行的，因此 R (LD：U，由定义知 yffU，z∈R ( )有 C(R 

( )，x)≤ ，由近似算子(2)的定义知 R ( )~apDX，结合 z 

fir ( )，可得 xEapDX，于是 ；其次，对于Vz 

EapDX，由定义知 yffU，z∈R ( )且 C(R ( )，X)≤ ，从 

而由定义式①知 V 33∈ ，于是apDX ，所 以有 

堡血 X 堡血 X 堡血 X 。 

定理 6 设 u是有限非空的论域，R u×u是 u上一个 

任意二元关系，对于 Vx u，O≤口<O．5，若近似算子(2)的 

推广式①和②定义的两对近似算子是等价的，则集合类{R 

(z)≠ I 37∈U)构成了U的一个覆盖。 

证明：集合类{R (z)≠ Iz∈U}构成了u的一个覆盖， 

即是 R (LD—u。反证，若不然，则 37∈U且 z R (u)，因 

此 z∈ x，但显然 z ，这与 x一 ，对 Vx 

U成立相矛盾 ，从而 R (LD—U。 

定理 7 设 U是有限非空的论域，R U×U是 U上一个 

任意二元关系，对于 Vx u，O≤口<O．5，若集合类{R (z)≠ 

Iz∈U)构成了u的一个划分，则近似算子(2)的推广式① 

和②定义的两对近似算子是等价的。 

证明：由于集合类{R (z)≠ Iz∈U)构成了 u的一个 

划分，因此 R是逆串行的且R (U)一u，由定理 5知 V x u， 

o≤卢<o．5，“ x~_VGx。往证“ 宣 一n x。反证，若 
不然， x u 使n r c n x，于 是存 在 z∈ap／~x＼ 

apr~X。由z∈n X 知 y∈u使32∈R ( )，C(R ( )，X) 

<1一 ；而由z n x知 ∈u使 35∈R ( )但 C(R ( )， 

x)≥1一卢。因为z∈R( )nR ( )≠ ，由条件得足( )一 

R ( )，这样 C(R ( )，X)<1一 与C(R ( )，X)≥1一 是相 

矛盾的，所以n x一“ x。 

同理由对偶性可证 x— x。 

定理 8 设 U是有限非空的论域，R U×U是 U上一个 

任意二元关系，对于VX u，o≤ o．5，若R是自反的，则近 

似算子(1)与近似算子 (2)的推广式①满足关系式 ＆x 

堡 X 三n X R X 。 

证明：由文[9]及定理 3知 x x和堡 x n x。 

由对偶性只须证明 x x。由于 R是 自反的，因此 35 

∈R (z)。设Vz∈ X，由定义知 C(R (z)，X)≤卢，从而 R 

(z) x，再由z∈R (z)可知lz∈堡西 x，所以可以得到 

x 堡 x。由对偶性可知另一半成立。 

定理 9 设 u是有限非空的论域，R u×U是 u上一个 

任意二元关系，对于Vx u，o≤ <o．5，若R是等价的，则近 

似算子(1)与近似算子(2)的两个推广式满足关系式 

x n x x n x 。 

证明：R是等价的，由定理 8知 x n x 

R ，又由对偶性只须证明 x。设V32∈a／Gx，由 

于R是等价的，因此R (u)一u，由定义知 y∈U，z∈R ( ) 

有 C(R ( )，x)≤ 。由R的传递性知 33∈R ( )，有 R ( ) 

R ( )；又由R的对称性知33∈R ( )，有 ∈R(z)，同样由R 

的传递性知Y∈R (z)，有 R ( ) R(z)。故R (z)一R( )， 

所以 C(R (z)，x)≤卢，因此 z∈ x。于是 x。由 

对偶性可知另一半成立。 

结论 本文针对一般关系下基本粗糙集模型的不足，定 

义了一般关系下的多数包含关系，在此基础上给出了广义变 

精度粗糙集模型。虽然该模型是广义粗糙集模型和 Ziarko 

变精度粗糙集模型的一般形式 ，但它的上、下近似算子不满足 

对偶性，所以从对偶性的角度出发又对广义变精度粗糙集模 

型进一步进行推广，得到了两对对偶的上、下近似算子，经分 

析知它们在实际的数据处理中具有广阔的应用前景。但同时 

也发现，我们处理的数据对象不是最简化的，它是否还有更加 

简化的形式?如果有我们怎样去约简它?另外，被近似数据 

集还只是经典集合，存在于数据集上的关系也只是经典关系， 

当被近似对象变成数据集上的模糊子集或数据集上的经典关 

系变成模糊关系时，广义变精度粗糙集模型以及两种推广算 

子显然不能适用于这一类情形，如何在模糊关系下完善文[9， 

1O]中的变精度模糊粗糙集模型，从而让它能够更好地应用于 

智能信息处理将是我们下一步要解决的内容。 
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