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基于设施选址的 Steiner问题的算法 ) 

王继强 
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摘 要 在设施选址问题的基础上给出了广义Steiner树一星问题的两个近似比分别为 3．55和3．582的近似算法，并 

在问题转化的基础上研究了其他若干特殊情形的Steiner树问题的近似算法。 
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Abstract As one kind of Np-hard optimization problem，the Steiner tree problem intents to find a minimum cost tree 

that satisfies some special requirement in an edge or vertex-weighted graph．Two approximation algorithms，based on 

the facility location problems，with approximation ratio 3．55 and 3．582，respectively，for the generalized Steiner tree- 

star problem are presented．Additionally，approximation algorithms for some special cases of the Steiner tree problem 

are studied based on problems transformation． 
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1 引言 

先介绍一个网络设计问题 Steiner树问题(STP)。设完 

全图G一( ，E)中，边( ， )的权为 训 ≥O，且满足对称性和三 

角形不等式。X ，v＼x中的顶点分别称为终端点和 Stei— 

ner点。包含所有终端点(tg可能包含若干 Steiner点)的树称 

为 G的Steiner树 ，其费用定义为树的所有边的权之和。问题 

是：找图的一个费用最小的 Steiner树。 

Steiner树问题在超大规模集成电路(VLSI)设计、生物学 

上基因树的重构 、通信网络设计等领域都有着非常重要的应 

用。遗憾的是，此问题是 NP一困难的[j]，即它不存在多项式时 

问的精确算法，除非 P—NP。近似算法是解决此类问题的重 

要方法之一。目前 已知的最好算法是 Robins和 Zelikovsky 

给出的一个 1．55一近似算法_2]。 

再介 绍 与 STP密 切 相 关 的广 义 Steiner树一星 问题 

(STSP)：在 STP的基础上 ，赋予顶点 i以权 训 ≥0。取 y 

为 Steiner点集，不要求 xny一西。Steiner树的费用定义 

为其边权与所有分枝点(除叶外的其余顶点)的权之和。问题 

是：找图G的一个费用最小的 Steiner树 丁，使得 丁的分枝点 

仅能来自y。 

显然，STSP也是 NP一困难的。Khuller和 Zhu给出了近 

似比分别为 12和 5．16的近似算法l_3]。下面介绍我们在其基 

础上设计的改进算法。 

2 基于CFLP的算法 

为保持论述的完整性，先介绍设施选址问题(FLP)：设 

N是一些地址的集合，F，CCN分别为设施的地址集和顾客 

集，lFl一 ，可从 F中择址建造某种设施以便为顾客 C提供 

服务。在地址 i∈F处建造设施的费用(称为开设费用)为 

≥O，为顾客 ∈c提供服务的费用(称为连结费用，可视为 i 

与 之间的最短路的长度)为 q≥O，且满足对称性和三角形 

不等式。问：应如何开设设施并连结设施与顾客，才能使得每 
一 顾客都恰与一个设施相连结，且开设费用与连结费用之和 

最小? 

在 FLP的基础上，若要求用一个 Steiner树来连通各个 

已开设的设施 ，并使得开设费用+连结费用 +M ·Steiner树 

的费用之和最小，其中M≥1是一个参数。这就是连通的设 

施选址问题(cFLP)。CFLP是 NP一困难的，目前已知的最好 

算法是 Gupta，Kumar和 Roughgarden给出的一个 3．55一近似 

算法 。 

若令 G一( ，E)是一个以 —N为顶点集的完全图，x— 

C，Y=F，wij一 ，wi一 ，M一1，则 STSP即可等价地转化 

为CFLP，故 CFLP的 3．55一近似算法对 STSP也是适用的。 

3 基于 FLP的算法 

若令 O-1变量 Y 一1∞在地址 i处开设设施， 一1∞顾 

客 与设施 i相连结，则可如下建立 FLP的整数规划模型 

fmin Y +勰  
l s．t． ≥1，V ∈C 

( P ≤ v iEF
，jEC 

l Y 一0，1，Vi∈F 

【 一0，1，ViEF， ∈C 

将(JP)的最后两个约束条件改为“y ≥0，Vi∈F； ≥ 
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0，Vi∈F，J∈C”，即得其线性规划松弛问题(LP)。 

Sviridenko通过解(LP)并对其最优解进行取整得到了 

FLP的一个 1．582一近似解一 。如同 Khuller和 Zhu的做法， 

可先将 s了 P转化为一个FLP，利用上述 1．582一近似算法解 

之，再用一个最小费用支撑树来连通各个已开设的设施即可。 

不难看出，只需令 N=V，F=Y，C—X， 一 ， 一wi，即可 

将 STSP转化为FLP；但需另外要求各个已开设的设施相互 

连通。 

设利用线性规划算法解(LP)得最优解{Y ， }。VJ∈ 

c，将 c (iE-F)按不减的顺序排列 _J'c ，⋯， 并按相同 

的顺序将 _17 ( ∈F)排列：_17 ， ，⋯，．aT 。取 a∈[O，11，i 

=min{i女}∑ ≥a)，令 ，(a)一{i 一，i )，称之为 J的领 
一  

1 

域，定义其半径为 (a)一 ，r3,52。 

在上述讨论的基础上，设计 STSP的算法如下： 

1)令 D：一中，S：一中。 

2)利用线性规划算法解(LP)得最优解{Y ， }。 

3)若所有顾客都已与某一设施相连通，则转 4；否则，令 

一arg min{ (a)lJ未与任一设施相连通}，ci—J (a)，在 

i 处开设设施；D：一DU{J }，s：一s U{i }。当 ∈c，使 

～，(a)nN，，(a)≠中，将 与 i 连通。 

4)找以S为顶点集的最小支撑树以连通S。 

4 算法的分析 

先来分析算法的时间复杂性；在算法中，步 2和 4都有多 

项式时间的精确算法，而步 3显然也可在有限次运算内结束， 

故该算法总可在多项式时间内完成。 

再来分析算法的近似性：设 STSP的某一最优解为 丁，丁 

在FLP中对应的设施开设费用为OPTr，设施与顾客的连结 

费用为OP ，设施的连通费用为 OP ，则其最优值为 OPT 
= OPTj+oP +0P rrr；类似地，设对 STSP使用算法得到 

的近似解对应的费用可作如下分解 ：C—CI+( +Cc；再设 

(IP)，(LP)的最优解对应的最优值分别为 OPTre，OPTI．e， 

则由二者可行域 的关系知，OP ≤OP —OPrr，+OP 

≤OP丁。 

引理 1 ： (1)cr≤ 厂 Y ；(2)c≤
，若r，( --3iE D 若Dr， a F ，∈ 』旺 

(a)；(3)C≤2(OP"I s+OP +OPT)+ ∑r (a))。 
，∈ 

引理 2 c≤ ∑厂 +3 r，(a)+2(OP +0P )。 
u f ， ， L 

证明：由引理 1有， 

c—C，+G+G≤专 y +f3(， D (a)+3，蔷D (a))+ a i∈F ，∈ ，e 
2(OP +OP ) 

一 一1∑f y +3∑r，(a)+2(OP +OP ) 
a f∈F J∈c 

引理 3-j： FLP存在一个 1．582一近似算法。 

据此，有 +3荟 (a)≤1·582(OPTj+OPT,)。 
定理 4 STSP的算法是一个 3．582一近似算法。 

证明：由引理 2及以上讨论有， 

c≤ +3善、r (a)+2(OPT,+0尸 )≤1．582 
(OPWj+OP )+2(OP +OP )≤ 1．582OP丁r 

+3．582OP +20P ≤ 3．582(OPTr+OP 4- 

· 1 82 · 

OPT )一3．582OP l 。 

5 其它相关的Steiner问题 

一 最小支撑树问题(k_MSTP)：在 STP的基础上，对给定 

的k∈Z，找图 G的一个至少包含 k个顶点的费用最小的树。 

Prize Collecting Steiner树问题(PCSTP)：在 STP的基 

础上，赋予顶点 i∈V以权训 ≥0。对给定的 Q>0，找图G的 
一 个费用最小的树，使得其点权之和≥Q。 

k-Steiner树问题( S丁P)：在 STP的基础上，对给定的k 

∈Z， ≤ Xl，找图 G的一个至少包含k个终端点的费用最小 

的树 。 

目前已知的 k-MSTP的最好算法是 Garg给出的一个 2一 

近似算法一 ，k-STP的最好算法是 Chudak等给出的一个 4一 

近似算法一 。 

三者之问有如下关系： 

定理 5 k-MSTP 的一个多项式时问 近似算法导出 

PCS丁P的一个多项式时间g-'A似算法。 

证明：在 PCSTP中，Vi∈V，7．uz≥0，令 i对应一个度为 

2nwl的顶点 ， 关联的 2nwl条边的权都是 0，并令 k一2nQ 

即可 ，这里 ， 一 Vj。 

由此，k-MSTP的2一近似算法将导出PCSTP的一个 2一 

近似算法。 

定理 6 ] k-MSTP的一个多项式时间 近似算法导出 
一 S丁P的一个多项式时间 2 近似算法，由此，k-MSTP的 2一 

近似算法将导出k-STP的一个 4一近似算法。 

定理 7 PCS丁P的一个多项式时间 近似算法导出k— 

S丁P的一个多项式时间 近似算法。 

证明：在 k-sTP中，令 一 1,i~X
、x，，Q一 即可 。 

由此，PCSTP的 2一近似算法将导出k-STP的一个 2一近 

似算法。 

结束语 本文在 Khuller和 Zhu的算法的基础上设计了 

广义 Steiner树一星问题的两个近似 比更好的近似算法，并研 

究了其它几种特殊情形的 Steiner问题的算法。 
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