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求 Halin图中给定两点之间最优 Hamilton路的有效算法 ) 

温雪莲 娄定俊 陆芸婷 梁华金 

(中山大学计算机科学系 广州510275) 

摘 要 在赋权图中，求任意给定两点之间的最优(边权值之和最小)Hamilton路 问题，简称 OHP问题，是计算机领 

域的一个经典算法问题，它在网络路由选择和计算机的许多领域都有广泛应用。该问题是 NP完全的。Halin图是对 

树和环网络的非平凡概括，因此求赋权 Halin图的 OHP问题是非常有意义的。但当前仍没找到该问题的有效算法。 

本文通过递归压缩 Halin图中的扇，设计了一个求解赋权 Halin图 OHP的有效算法，并给 出算法的正确性证明和复 

杂度分析。 
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Abstract Finding the Hamilton path with minimum cost between two arbitrary given distinct vertices in a weighted 

graph，OHP for short，is a well known algorithm problem and has wide application in network routing and many as— 

pects of computer science．OHP is NP complete．Halin graph is a nontrivial generalization of tree and ring network． 
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1 引言 

在赋权图中，求任意给定两点之间的最优(边权值之和最 

小)Hamilton路问题，简称 OHP问题 ，是 NP完全问题，它是 

计算机领域的一个经典算法问题，在网络路由和计算机的许 

多领域都有广泛应用 。Halln图是对树和环形网络拓扑结构 

的非平凡概括“]，文E2]证明 Halin图中任意两点之间都存在 

一 条 Hamilton路，但至今仍然没有求赋权 Halin图 OHP的 

有效算法。本文通过递归压缩 Halin图中的扇 ，设计了一个 

求解 Halin图 0HP的多项式算法，并给出算法的正确性证明 

和复杂度分析。 

2 基本概念与符号 

下面我们引入本文使用的主要概念和符号。 

在平面图上嵌入一棵树 T，T的每个 内部结点的度数至 

少为 3并且 T内部至少有一个结点，作一个圈 C连接 T的所 

有叶结点，T的所有叶结点组成 C上的所有结点，这样得到 

的平面图 H称为 Halin图[。](见图 1)，记为 H—TUC。树 T 

称为H 的特征树 ，圈 C称为 H 的伴随圈。只有一个内部结 

点的 Halin图称为轮。在非轮 Halin图中，由一个其相邻结 

点除一个之外其它全为叶结点的内部结点和它的所有相邻的 

叶子结点所组成的结点的导出子图称为扇，该内部结点称为 

扇的中心 (如图 1，虚线圈内部为扇，黑色的点为各扇 的中 

心 )。 

P(G，a，6)表示图G中结点口与b之间所有 Hamilton路 

的集合。若 ≥1而且对所有 1≤ ≤ ，有：G 是边赋权 Halin 

图，口∈V(G)和 bEV(G)，则 OP({Gl，G2，⋯， }，口，6)表示 

U ≤ P(G，口，6)中所有最优路径的集合。Height(t)表示树 

t的高度。△是对称差运算符。H表示一个边赋权的 Halin 

图并且 H—TUC。c(P)和 C(P)分别表示 H 中边e的权值和 

路径 P的花费。未定义的符号和术语均引自文[8]。 

3 算法的主要思想 

图 1 Halin图 

3．1 几个引理 

引理 1_3 非轮 Halin图至少有两个扇。 

引理 2 任选 ∈V(H)，Y∈V(H)。若 F为 H 的扇且 

YCV(F)。设 W是 F的中心；F在圈c上的点按逆时针排列 

为 U0，U ．．．U (r≥1)；ef，P，和ê 为 F与 H—F之间的边并 

且e z一 “ ， 一u，“o和ek—vw(见图 2)。任取 P∈OP({H)， 

， )，则以下结论成立： 

(1)若 CV(F)，则 P包含路径 ： “0Ul⋯UrW ， “一U l 

⋯ Wv或 u，U ·Ut硎 ⋯ ⋯UrVz，其中 O≤ ≤T'--1并且 c(U0 

*)基金项目：广东省科技厅工业攻关资助项目(A10103)。温雪莲 博士研究生，研究方向：图论与算法。 
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⋯tat73J／2￡+1⋯U )=min{C(u。⋯“ zuuH1⋯u )：O≤ ≤7---1}。 

图 2 H 和扇 F 

(2)若 z一 ，O< <r，则 P中包含下列四种路径之一： 

(i)xu 1 u 一2⋯uozuu +1 u +2⋯ u， ；(ii)xu 1 u 2⋯uo一 和 

+1 Us+2⋯UrVf；(iii)xu +1 us+2⋯UrZUUr 1 US 2⋯ U0一 ；(iv) 

xu +1Us+2⋯UrV 和 VZUU 1Us 2⋯U0 。 

(3)若 z一“。，则 P包含 以下三种路径之一：(i)z⋯u 一 

zuu⋯ ⋯UrV，，其中 O≤￡≤1"--1并且 C(x⋯ut删 H ⋯u )一rain 

{C(z⋯u 删  1⋯u，)：O≤ ≤ r一1}；(ii)xu1u2⋯u，伽 ；(iii) 

z 和 VEUR1U2⋯Ur7)l。 

(4)若 z—u ，则 P包含以下三种路径之一：(i)z⋯ut+ 

删 ￡⋯uo 其中O≤￡≤t--1并且 C(x⋯u⋯ 一删 ，⋯uo)一min 

{C(x⋯u 十1 7A~u ⋯uo)：0≤ ≤ r一1}；(ii)z珥 1 Ur 2⋯Uo伽 ； 

(iii)xvl和 删 ⋯1U 2⋯U0 ，。 

(5)若 z— 并且 Y≠ ，则 P包含以下三种路径之一 ：(i) 

XUoU1⋯U， ；(ii)xu—u 1⋯u0 ，；(iii)xv和 ，uo⋯Ul ·u 7)l。 

(6)若 z— 并且 Y— ，则 P包含路径 xuoul⋯UrVz或 

X U U 1⋯ U0 。 

证明：由 P必须覆盖F中所有结点易得。 口 

3．2 扇压缩操作的定义 

对 H中任意给定的两个结点 z和Y。下面定义一种与 

结点 z和 Y在图中位置相关的扇压缩操作，记为 × 。H 

×⋯F表示将压缩操作× 作用于H 中的扇 F，简称 × 压 

缩扇F，其结果是若于个 Hain图的集合。设 w是 F的中心， 

F在圈c上的点按逆时针排列为 u。，u 一，u (r≥1)， 

和P 为F与 H—F之间的边并且 =VlU，， ：vju0和 一 

vw(见图 2)。令正整数 S满足S>∑ ∈Ec H)l c(P)。下面根据 

和y的不同位置给出H×⋯F的定义。 

Case 1：z旺 (F)且 Y旺 (F) 

定义 HX⋯F一{H }(见图3)。图 H 是由 H经过如下 

变化得到：用一个新结点 取代扇 F；对 H 中只有一个端点 

落在 F中的边，其落在 F中的端点改为结点 zu ，而 H—F中 

的边不变。方法同文[3]。 

令 —C(“。Ul⋯“ 叫)， —C(“一u 1⋯uow)和 — C 

(“【=)．．·utzuuH ⋯u )，其中 O≤￡≤t--1且 C(u0⋯utw—u ⋯ 

“，)=min{C(uo⋯ui伽  ⋯u )：O≤ ≤1,--1}。H1的边权值 

函数 ，记为 c ，定义如下 ： 

c1(P)一 

c(e) if ∈E(H)一{ ， ， } 

c( )+ 1( + 
一  ) if e= 

c(靠)+ ( + — ) if 一 

c(et)十 ( + 一 ) ir e=e 

Case 2～6给出当 和Y中恰有一个结点落在F上时H 

×⋯F的定义，不妨设该结点为 z。 

Case 2：z— u ，O< < r 

定义 H×⋯F一{H。 ，H2。}(见图 4)。图 H。 是由 H经 

过以下变化得到：用结点 z和新结点 ut取代扇 F；增加边 z 

和2cu ；将 H中{uo}和 (H—F)之间的边的端点 uo改为 ， 

{w，u )与 (H—F)之间的边在 {w，u )上的端点改为结点 

u ，H—F中所有边不变。图 H 的生成过程与 H。 的生成过 

程类似，只是，将 H 中z和u 的位置交换。 

令 —C(xu 1 u ⋯uo 7．uu州 u +2⋯u )，C，一C(xu +1一 

u 十2⋯ UrZVU 1 U 一2⋯ Uo)， — C(XU 1 U 一2⋯ Uo)+ C(叫一 

U 十1U +2⋯U )和 C =C(XU 1 U +2⋯珥)4--C(删  一1一Ur 2⋯ 

Un)。 

H2(143) I'h2(144) 

图 4 H21(H3)和 H22(H4) 

H21和 H22边权值函数 c21和 c22，定义如下 

c(P) It P∈E(H)一 {Cl，e5， } 

c(ei + 1 C
k if e— ei 

c(e )一 S if P—P 

c(靠)+专 +s if e一 
+S if P一“ z 

S if P—z 

c(P) if P∈E(H)一{P ， ， } 

c(P )+ 1 if 
e一  

c( )一S if P— P 

f(靠)+ 1 +s if 
e一  

c，+S if P一“ z 

S if P— T7) 

Case 3： 。二u。 

定义 H×⋯F={H3}，其中 H。的构造与 Case 2中 H 

的构造相同 (见 图 4)。令 19,一C(2cu1u2⋯珥叫)，D,k 一C 

(wullg2⋯u )，Dl—C(x⋯Ut删 ⋯ ⋯U )，其中 O≤￡≤r一1并 

且 C(x⋯u￡7A~u⋯ ⋯u )~min{C(x⋯u 叫～u ⋯u )：O≤ ≤r 

～

1}。 的边权值函数 c。，定义为： 
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c(P) 

c(ej)4-D,kf 

c(e1)+— (D 一Dk) 

c(ek)+ (D ) 

@(D；q-Dk) 

if eftE(H)一{e ，ej，ek} 

if P一 

if P—e 

if P—e 

if P— “ 

2S if P— u 

Case 4： — u 

定义 H× F {H )，其中 H 的构造与 Case 2中 Hz。 

的构造相同(见图 4)。令 Dk—C(xu u 2⋯uo叫)，D —C 

(wur_1 Ur--2⋯U0)，Dj— C(x⋯ut+1酬 ￡⋯蛳)，其中0≤￡≤r一1 

并且 C(x⋯Ut+l—U￡⋯UO)一rain{C(x⋯uI+l伽  ⋯UO)：0≤ ≤ 

r 1)。H 的边权值函数 c 定义为 ： 

C Le 

c( )+ D f 

c(ej)--+(Dj Dk) 

c( )--+(Dk—DJ) 
l (D

l 
q-Dk) 

if eftE(H)一{el， ，ek) 

if P一 

if P=e， 

if P— e 

if P— “ 

jf e— r ， 

Case 5：_丁一叫且 Y≠u 

H× F一{H5l，Hs2)。Hs1和 H52的构造与 Case 1中的 

H 相同，除了在 Hs 中，将 H 中的结点 叫 记为,27和在 H s。 

中，将 H 中结点 记为-丁(见图 3)。令 —C(xuou ⋯u )， 

F，=C(xu—u l⋯uo)和 F 一C(u0 u1⋯u )。H5l和 Hj2的 

边权值函数 和f52定义为： 

f c(e) if eftE(H)一{e ，ej，ek} 

I c( )+F 

csl(e)1文ei)+F． 
I 2S 

r c(P) 

1 

c( )+专( f+c( )) 
c( )+ 1( 

f+c( )) 

if P—e， 

if e e． 

if P—ek 

if e∈E(H)一{e ，ej，ek) 

if P： e， 

if P— e． 

2S if P— e 

Case 6： 一叫且 Y一73 

定义 H×⋯．F一{Hs)，其中 Hs的构造与 Case 5中 Hj 

的构造相同(见图 3)。H 的边权值函数 cs的定义与 Hj 的 

边权值函数 f51定义相同。 

由 H×⋯F的定义可知：若 GffH× F，则 G是 Halin 

图。为描述方便，我们用 C (P )，C2 (P )，C2z(P )，C3(P )， 

C4(P )，Cj (P )，C (P )和 C。(P )分别表示上面定义的图 

H1，H2】，H22，H3，H4，H ，H52和 H6中路径 P 的花费；把压 

缩扇时用于取代扇的结点称为压缩结点。 

定理 1 (1)任选 P ∈OP({H )，35， )，则 P 包含路径 

P l—viw u，P 2一 叫 u或 P 3一vjw u ，而且， 

(1．1)若 P 包含路径 P l，则用路径 P1一vjuoUl⋯uf1．u'u 

代替P 中的P 所得到的路径 P满足：PffOP({H)，,27， )并 

且 C(P)一Cl(P )。 

(1．2)若 P 包含路径P 2，则用路径 P2一VlU—U 1⋯UoZU'U 

代替P 中的P z所得到的路径 P满足：P∈OP({H)，35， )并 

· 】78 · 

且 C(P) C (P )。 

(1．3)若 P 包含路径 P s，令路径 P。— ，“。⋯ 酬  ⋯ 

UrVf，其中04￡≤r--1且 C(uo⋯ut酬 『+1⋯u，)一 rain{C(uo⋯ 

酬 一 ⋯u，)：04 ≤r--1)，则用路径 P={代替 P 中的路径 

P 。所得到的路径 P满足：P∈OP({H}，35， )并且C(P)一C。 

(P )。 

(2)任选 P ∈OP({H H22)，35， )， 

(2．1)若 P 是 H2 中的一条路径，则 P 包含路径 P 一 

xu u 或者 P 21一 u，与P 22一LrU u ，而且， 

(2．1．1)若 P 包 含 P ，则用 路径 P 一35“ l 

uo酬 一 +z⋯蜥 代替 P 中路径P 所得到的路径 P满足： 

PffOP({H)，35， )和 C(P)一C2 (P )。 

(2．1．2)若 P 包含 P"21和P 22，则用路径 P21 ,zu r】“ 2 

⋯uo 和 P22一碱 一1 u ⋯ u 分别代替 P 中的 P 2l和 

P 22所得到的路径 P满足：P∈OP({H)，35， )和 C(P)一C2 

(P )。 

(2．2)若 P 是 H。z中的一条路径，则 P 包含路径 PtI一 

,zu u，或者Pt 21一 和 P 22一硎 u，，而且， 

(2．2．1)若 P 包 含 Pt1，则用路 径 P1一 “ +l u ⋯ 

“一wu u一 ⋯uo 代替P 中路径P 所得到的路径 P满足： 

P∈OP({H)， ， )和 C(P) C22(P )。 

(2．2．2)若 P 包含 P 21和 P 22，则用路径 P2l— +l地+2 

⋯“ u 和 P 22一删  l u 一2⋯uo 分别代替 P 中的 Pt 21和 

P zz所得到的路径 P满足：P∈OP({H)，35， )和 C(P)一C2 

(P )。 

(3)任选 P ∈OP({H3)，35， )，则 P 包含路径P l一,zu 

u ，P 2 ,zu u或 P 3一LrU u ，而且， 

(3．1)若 P 包含 P 】，令路径 Pl一3-·ut酬 ㈩ ⋯“棚 ，其 

中04f≤r--1且 C(x⋯Ut酬  +1⋯U )=min{C(x⋯Ui他 +1⋯ 

U )：0≤ ≤r 1)，则用 P 代替 P 中的路径 P 所得到的路 

径 P满足：Pff OP({H)，32， )和 C(P) C3(P )。 

(3．2)若 P 包含 Pt2，则用路径 xu uz⋯ zu'u代替 P 中 

的路径 P z所得到的路径 P满足：P∈OP({H)，35， )和 C 

(P)一 C3(P )。 

(3．3)若 P 包含 P s，则用路径 删  uz⋯蜥 代替 P 中 

路径P s所得到的路径 P满足：P∈OP({H)，,27， )和 C(P) 
一 C3(P )。 

(4)任选 P ∈OP({H }，_丁，Y)，则 P 包含路径P 一xu 

u ，P 2一 u或 P 3一LrU u，，而且， 

(4．1)若 P 包含 P l，令路径 Pl一35·u⋯ 酬  ⋯u0vj，其 

中 04￡≤r--1且 C(x⋯U ZUU￡⋯U0)一rain{C(x⋯ui+1酬  ⋯ 

u。)：0≤ ≤r 1)，则用路径 P 代替 P 中的路径P 所得到 

的路径 P满足 ：PffOP({H)，35， )和 C(P)一C4(P )。 

(4．2)若P 包含P 2，则用路径xu rl“一 ⋯gozu．u代替P 

中的路径 P z所得到的路径 P满足：P∈OP({H)，3-， )和 C 

(P)一 C (P )。 

(4．3)若 P 包含 P 3，则用路径 删 r1 u ⋯u。vj代替 

P 中路径P s所得到的路径 P满足：P∈OP({H)，,27， )和 C 

(P)一 C4(P )。 

(5)任选 P (0l尸({H51，H52)， ， )， 

(5．1)若 P 是 Hj 中的一条路径，则 P 包含路径 P — 

或者 P 2一 ，并且 

(5．1．1)若 P 包含P ，则用路径 蛳u ⋯ 代替 P 中 

路径P 所得到的路径 P满足：P∈OP({H)， ， )和 C(P) 
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一 G1(P )。 

(5．1．2)若 P 包含 P ，则用路径 z坼“一 ⋯“。 代替 P 

中的路径 P z所得到的路径 P满足 ：P∈OP({H)，o72， )和 C 

(P)一G1(P )。 

(5．2)若 P 是 Hsz中的一条路径，则 P 包含路径 P。一 

叫 ，而且 ，用路径 和 ，UoU1⋯Ur'U 分别代替 P 中的结 

点 和P 。所得到的路径 P满足：P(OP({H)，o72， )和 C(P) 
一 G2(P )。 

(6)任选 P ∈OP({ }．o72， )，则 P 包含路径 z 或者 

， ，而且 

(6．1)若 P 包含路径 ，则用 H 中的路径XU。U ⋯坼 

代替P 中路径 z所得到的路径 P满足：PEOP({H}，o72， ) 

和 C(P)一C6(P )。 

(6．2)若 P 包含路径 ，，则用 H 中的路径 XU—U ⋯ 

Uo 代替 P 中的路径 ，所得 到的路径 P满足：P∈OP 

({H}，o72， )和 C(P)一C6(P )。 

证明：我们只证明(1)和(2)，(3)～(6)的证明同(2)。 

(1)由 H 的定义可知， { ，Y}。进而，由 P 覆盖结 

点训 可得：P 包含路径P ，1≤是≤3。令P为用P 代替P 

中的路径P 所得到的路径。由P ，P 和P 的定义可知：V 

(P ∈P ̂)UV( )一V(H)和 V(P 一P ̂)nV(Pk)一 ，因此 

P∈P(H ，o72，v)。 

又由 C1的定义可知：C(P1)一 +c( )+c( )一C1(e1) 

+C1(ek)一C1(P 1)，C(P2)一 +c(e )+ C( )一C1(e1)+ C1 

( )一C1(P 2)，C(P3)一G +C(ej)+C(e1)一C1(ei)+C1(e1) 

一 C1(P 3)。而且，对任意 eEE(P )＼E(P )，有：eEE(H)＼ 

下面用反证法证明 P是 P(H，o72， )中最优的。 

假设 P不是P(H，o72， )中最优的。任取 Q∈OP({H}， 

o72，v)，则 C(P)>C(Q)。 

由引理 2(1)可知：Q包含路径 P ，1≤ ≤3。 

令 为用路径 P 代替Q中路径P 所得路径。 

与上面证明P∈P(H，T， )和 C(P)一Cl(P )类似，可 

得： ∈P(H ，T， )和 C1( )一C(Q)。 

由C1(P )一C(P)和 C(P)>C(Q)可得：Cl(P )>C(Q) 
一 C ( )，这与条件 P ∈OP({H。}，o72， )矛盾，因此 P是 P 

(H，22，3『)中最优的。(1)得证。 

(2)我们首先证明引理 1 和 2 。 

引理 1 任选 ∈P(Hz ， ， )， 包含以下四种路径 

之一 ：(i)P 1一 “ f，(ii)P 21= 和 P 22一 f，(iii)P 3一 

XU ，(iv)P 4一 ，而且 ， 

(a)若 包含P l，则用路径 Pl—XU U 2⋯U。删 __1 

U +z⋯“朋 代替Q 中的路径 P 所得的路径 Q满足：Q∈P 

(H， ， )和 C(Q)一C2 (Q，)。 

(b)若 包含P 21和 P 22，则用路径 P21一 地 1一巩 2⋯ 

Uo 和P 22—7ZLUU +l Us+2⋯ 分别代替Q 中的路径 P 21和 

PI zz所得的路径 Q满足：Q∈P(H，o72， )和c(Q)一Cz ( )。 

(c)若 d包含P 。或 P ，则任取 Q(P(H，o72， )，有：C2 

( )>C(Q)。 

引理 1t证明：由 ∈P(Hz ，o72， )易知，为覆盖结点 U 和 

o72， 包含引理中给出的四种路径之一。 

(a)假设 包含P 。令Q为用P 代替 中的路径P 

所得的路径。由Q，P 和 P 的定义可知：V(Q，一P )UV 

(P1)一V(H)且 V( —P 1)nV(P1)一 ，因此 Q∈P(H， ， 

)。又由 C21的定义可知：C21(P 1)一c21( “ )+C21(ez)一C + 

c(ef)一C(P1)，而且 ，对任意 eEE( )＼E(P 1)，有：C21(P)一C 

(P)，因此 C(Q)一C2 ( )，(a)得证。(b)同(a)。 

(c)任选 Q∈P(H， ， )。 

令 A—E( )＼E(P 3)，B—E(Q)，则 A E(H)＼({el， ， 

}UE(F))。由定义，易得 ：C21( )：C21(P 3)+∑aEAC(a) 

且 C(Q)一 ∑6∈BC(6)。而 C21(P 3)一c21(zu )+ C21(ek)一G 

+1／zC + c(e )+ 2S，因此 ，C21( )一C(Q)一2S+Cl+ 

∑aEAC(a)+1／2C~+c(ek)一∑bEBC(6)。 

令 D为路径XU 1 U厂2⋯Uo删  醵+2⋯U 包含 的所有边 

的集合 ，显然 D E(F)。由 Cf的定义可知：C(zu— Us—z⋯ 

Uo删  +lUs+2⋯U )一Cl。令 U一(DUAU{ })AB，贝0 U E 

(H)。显然，DAA= ，DA{ }一 ，An{ek}一 ，因此，S+G 

+∑aEAC(a)+C( )一 ∑6∈B C(6)一 S+ ∑ ∈gRe B C(P)一 

∑ ∈ ∈BC(P)≥S一∑ ∈u c(P)l>O。 

由S的定义可得：S+1／2C~>S—l l>O，因此，有：2S 

+ +∑aEAC(a)+1／zC +C(ek)一∑6∈BC(6)一(S+G+ 

∑aEAC(a)+c( )一∑bEBC(6))+(S+1／zC )>O。 

即 C2 ( )-C(Q)>o。同理可证，当 包含P 时，C2 

( )一C(Q)>o，因此(c)得证。 口 

引理 2 若 H× F一{／42l，／422}。任取 Q∈OP(H，o72， )， 

则 Q包含下面四种路径 中的一种：(i)R 一—一 地一z⋯垧眦 + 

地+2⋯坼 ，(ii)Rz1一 l一地 2⋯垧 和 R22一t 脱 +l地+2⋯ 

坼 ，(iii) 一-n +l一地+2⋯坼t 1地一2⋯垧 ，(iv)R1一 +1 

地+2⋯坼 和 R2一 “厂l 一2⋯垧 ，而且， 

(a)若 Q包含R ，则用路径 XU 代替Q 中路径R 所得 

到的路径 满足： ∈P(H2 ， ， )和C2 ( )一c(Q)。 

(b)若 Q包含R z 和 Rzz，则用路径 和 分别代替 

Q中路径Rz 和Rzz所得到的路径 满足：Q，∈P(H2 ， ， ) 

和 C21( )一C(Q)。 

(c)若 Q包含R。，则用路径XU ，代替Q中路径R。所得 

到的路径 满足：Q，∈P(Hzz， ， )和C2z(Q，)一c(Q)。 

(d)若 Q包含R 和R z，则用路径 和 ，分别代替 

Q中路径R 。和 R z所得到的路径 满足： ∈P(Hzz， ， ) 

和 C22(Q，)一C(Q)。 

引理 2 证明：与引理 1 (a)的证明类似。 口 

下面证明(2)。任选 P ∈OP({Hz ，Hzz)，工， )。假设 

P 是Hz 中的一条路径。任取 R∈OP({H}，o72， )。由引理 

2 ，存在一条路径 R ∈P(H21，o72， )U P(Hz2，o72， )，满足C 

(R)一Cz(R )。(Cz(R )表示路径 R 的花费，即：若 R ∈P 

(Hzl，o72， )，则 C (R )一C2l(R )；若 R ∈P(H22，o72， )，则 C2 

(R )一Cz2(R ))显然，C21(P )≤C2(R )，进而 C2 (P )≤C 

(R)。因此 ，由引理 1t可知：P 包含路径P 或 P 和 P 。。。 

假设 P 包含路径 P 。令 P为用路径 P 一XU U ⋯ 

Uo删  + “ +z⋯坼 代替 P 中路径 P 所得到的路径。由引 

理 1 (a)可得 ：PEP(H，o72， )而且 C(P)一C2 (P )。进而，由 

C2 (P )≤C(R)可知，C(P)≤C(R)。又由R∈OP({H}，o72， 

)可知：C(P)一C(R)，即 P∈OP({H}，o72， )。因此(2．1．1) 

得证。同理可证(2．1．2)。由 H2 与 H2z的对称性，(2．2)成 

立 。 口 

定理2 假设 H不是轮并且H 中存在一个扇K，满足：o72 

∈V(K)和 yEV(K)。若将操作× 作用于不包含 o72和Y的 

扇直到不存在不包含o72和Y的扇，则作用后得到的图是一个 
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仍然包含扇 K的轮。 

证明：设将操作× 作用于不包含 和 的扇直到不存 

在这样的扇时得到的图为H 。 

由定义× ， 的定义可知：H 包含K。 

下面用反证法证明 H 是轮。假设 H 不是轮。由引理 1 

可知：H 中存在一个扇K 满足 K ≠K，因此， V(K )且 

f~V(K )，与 H 的定义矛盾。 口 

定理 3 若 H不是轮， EV(H)， EV(H)， ≠ 并且 

H 中所有扇都包含z或 ，则 H中存在一个扇K满足：xEV 

(K)且 V(K)。任取 H ∈H× K，以下结论成立 ： 

(1)H 中所有扇都包含 或 。 

(2)Height(r)一Height(T)一1，其中 r和 T分别为 H 

和 H 的特征树，并且都以结点y为树根。 

(3)若 y为叶结点并且 Height( )一2或者 y为内部结 

点并且 Height(r)一1时，H 为轮。 

证明：由 H不是轮和引理 1，H 中至少包含两个扇。 

又由 H 中所有扇都包含 或 ，因此， 和 分别落在 

H 的不同的扇中。进而，H中存在一个扇 K满足：xEV(K) 

且 V(K)。任取 H ∈H× K。由×⋯的定义可知， E 

V(H )且 yEV(H )(为区分 H 中的结点z， 与 H 中的结点 

， ，下面我们用 和 表示 H 中的结点 和 )。 

(1)下面用反证法证明。假设(1)不成立 ，则 H 中存在一 

个扇 K ，满足 V(K )且 V(K )。由× ， 的定义易知， 

K 不包含压缩结点，即 K 也是 H 中的一个扇。显然， V 

(K )且 yf~V(K )，这与前提 H中所有扇都包含 或 矛盾。 

(2)由× 定义可知：r比T少一个内部结点。 

因此，Height( )一Height(T)或 Height( )= Height 

(T)一1。假设 Height(T )一Height(T)，则 中存在叶结点 

a。，满足 d r( ，a0)一 Height( )。(d T( ，ao)表示 中 

y 与a。的距离)。不失一般性，假设。。在 r中的父亲结点为 

a，a的所有孩子结点为a。，al，⋯，a 。显然 ao，al，⋯，a 都是 

T 中的叶结点，否则 Height( )>d r( ，ao)，与假设矛盾。 

令 K ：H [{a，a。，a “，a )]，显然，K 是 H 的扇。 

假设 EV(K )，则由× 定义，Height(T)>d r( ， 

a。)，与假设矛盾。因此， V(K )。进而，由×⋯ 定义可 

知：K 是 H 中的扇，且 V(K )。 

假设 E V(K )，则 Height(r)一1，即 H 为轮，进而 

Height(r)~Height(T)，与假设矛盾。 

因此 V(K )，进而由× 定义可知 V(K )。 

即 K 是 H 中不包含 和 的扇 。这与 H 的定义矛盾。 

(2)得证。(3)由轮的定义易得。 口 

定理 4 若 H为轮 ，xEV(H)，yEV(H)。设 叫是 T的 

内部结点，C一“。“ ⋯“ “。且圈 C的花费为M。则： 

(1)若( ， }一(叫， }，0≤t≤r，则 P(H， ， )一{P1， 

P2)，其中 PI一删 r。 2⋯“。UrU r】⋯ 和 P 2一删 H — 

zz￡十2⋯Uruo zz1⋯zz卜一I zzf。揖口任取 PEOP({H)， ， )，C(P)一 

rain{M+c(zz，1 )(c(zz，1 zz￡)，M4-c(zz， I )一c(zz￡zz￡+1)}。 

(2)若( ， }一{“ ， )并且 cry E(( )，0≤ ，￡≤r，则 P 

(H，．z， )一{P1，P2}，其中，P1一zz zz 一1 zz 2⋯zz￡十1砌  十1 zz _．2 

⋯zz卜1 zzf和 P2一UsU +1Us+2⋯zz￡一1他 一I zzr 2⋯Ut十I zzf。且口任取 

PEOP({H}， ，y)，C(P)一min{M4-f(地 叫)4-c( -一1w)～ 

c(zz +1 zz )一c(zz￡+1 zzf)，M+(’(zz 一1叫)4-c(zz卜一1叫)——c(zz zz 1) 

(c(Ut“ 1))。 

(3)若(z， }一{“ ，地+1)，其中0≤s<r，则 P(H， ， )一 

· l8O · 

{地“ I⋯Ui删 r】Ui 2⋯“ 一2“ ：0≤ ≤r且 i≠ +1)。即任 

取 PEOP({H)，z， )，C(P)一min{M +c(“ 叫)+c(“[+1叫)一 

c(u “r】)--c( “州 )：0≤ ≤r且 ≠5} 

证明：由轮的结构易得。 口 

4 算法的实现步骤 

本算法求 Halin图上的 OHP。根据定理 4，通过枚举所 

有 Hamilton路的方法求轮的OHP。根据定理 1，求非轮 Ha一 

1in图的 OHP可以转化为求压缩扇后得到的图上的 OHP，而 

定理 2和 3表明，非轮 Halin图执行有限次压缩扇操作后将 

转变成轮，因此求非轮 Halin图的OHP是一个递归的过程。 

本算法由一个主函数 OHP 和一个子函数 OHPz构成， 

其伪代码如下。 

文[3]给出了对不包含 和 的扇的压缩与扩展过程的 

详细描述，因此对 OHP 函数中压缩扇的语句 6)和扩展压缩 

结点的语句 8)不作详细描述。由定理 1，函数OHPz中Case 

2～5的处理过程与 Case1的处理过程中类似，因此 OPHz中 

省略了Case 2～5的处理过程。) 

0HP1(H， ，v) 

输入：H， ∈ (H)， ∈ (H)且 ~-y。 
1)if(H是轮)then 
2){根据定理 4计算 P(H， ， )中所有路的花费；retllrrl P(H， ， ) 

中花费最小的一条；) 
3)else{ 

4) for(H中每个扇 F) 
5) if( (F)且 (F))，then 
6) H一×⋯ 压缩扇 F到压缩结点 所得的图；／／压缩 F，详 
见文L3j 
7) P—OHPz(H ， ，v)； 

8) 用合适的路径代替 P中每个压缩结点直到P中不包含压缩结 
点；／／／压缩的逆过程，详见文[3] 

9) return P；} 

function OttP2(H，x，Y) 

输入：H中所有扇包含_r或 ， ，yE (H)且 ≠y。 
1)if(H是轮) 

2) 根据定理 4计算 P(H， ， )中所有路的花费；return P(H， ， ) 
中花费最小的一条； 

3)else{ 

4) Q一以y为根的树 T的后序序列；／／H=TUc 
5) u，一Q中第一个内部结点； 的所有孩子结点(按在 Q中的顺序 
排列)设为：“0，Ul，⋯，“ ； 

6) "Ul—C中“ 的下一个结点； —C中“o的前一个结点； 一 的 
父结点； 

7) Case l 一‰ 且 O<s<r／／×⋯ 
8) {按 Case 2中的×⋯ 定义构造 ×⋯ 压缩F—HE{ ，“o，“I，⋯， 

“ }]后得到的图H2I和Hzz； 
9) PI：0HPz(Hzl， ， )；／／其中 ∈( (H2I) 
10) Pz—OHPz(H21， ， )；／／其中 ∈ (H22) 
¨) P -二{P1，P2}中花费最小的一条； 
12) if(P 一P1)then／／括展P 中的压缩结点 
13) if(P 包含路径 “ "u1)then 
14) P一用 H中路径 “ (1“ z⋯“。 一“ +l Us 2⋯“ 代 

替P 中的路径 “ ； 
15) else 

16) P一用 H 中路径3gU5(1“ z⋯“o ，和 n +1“ ．_2⋯ 
“ 分别代替P 中的路径 ，和 ； 

17) if(P 一Pz)then 

18) if(P 包含 “ ，)then 
19) P一用 H 中路径 “ +1“ +2⋯“ z．r1一Us 2⋯U0代 

替P 中的路径 “ ； 
20) else 

21) P一用 H 中路径 “ 1“ 2⋯“ f和Z)7~UU 1地 
“o 分别代替P 中路径~r'ul和 ，； 

22) return P； 
I 

／／／'I， 的位置满足× 定义中的 Case 3～6 
23)Case 2： 0{⋯⋯ } 

24)CaSe 3： 一“，{⋯⋯} 

25)Case 4： — and ≠y{⋯⋯ } 
26)Case 5：-r一 and 一v{⋯⋯ }} 

5 算法的正确性证明 

定理 5 若 xEV(H)，yEV(H)， ≠ 而且 H 中所有扇 
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良好的结果。同时具有 邸 和 两个粒度搜索的算法在下 
一 步的研究之中。本文研究的另一个意义在于：成功地将粒 

度计算思想应用于实践 。粒度计算思想并不复杂 ，它只是模 

仿人思考问题的方式；和它相关的有 ：小波分析的多尺度多分 

辨率思想、有限精度分析的思想和传统测量技术的思想；然而 

粒度计算思想的论域要大得多，它强调对几乎所有事物的考 

察都要用粒度的眼光。实际上，粒度构成了无穷世界到有限 

空间的桥梁。 
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包含 25或 ，则 函数 OHPz(H，z， )返 回一 条路 P E OP 

({H}，25， )。 

证明：假设 (H)一 。显然 ， ≥4。下面对 用归纳法 

证明。 

(1)当 一4。由 Halin图的定义，H是轮。进而由定理 

4，IP(H，z， )I≤ 。因此语句 2)返回一条路 PEOP({H}， 

， )。 

(2)假设对任意 ≤ 定理成立。 

(3)当n=k+l时。若 H是轮，同(1)，定理成立。若 H 

不是轮。显然树 T的后序序列 Q 中第一个内部结点及其所 

有孩子结点的导出子图，即 H[{叫⋯u，u 一， }]，为 H 中的 
一 个扇。令 F—HE{训，u。，u 一，u，}]。由y为 T的根结点， 

y (F)。又由 H 中所有扇包含z或 ，因此 are (F)。 

OHP2中Case l～5给出了当 25在F中不同位置时的处 

理过程 ，根据x⋯定义 ，每种处理过程类似，下面我们只需证 

明在满足Case l时，定理成立。 

若 Case l的条件满足，则 25， 和F满足第 3部分中x⋯ 

定义的Case 2。语句8)构造的 H21和 H22满足 ：{H2 ，H22}一 

Hx F。由定理 3和x 定义可知：H2 和 Hzz的所有扇包 

含 25或 ，I (H2 )l<I (H)j一 +l和j (H22)j< I (H) 

I一 +1。因此，由递归假设 ，语句 9)和 10)中P 和P 满足： 

P】EOP({H2 }，z， )和 P2 EOP({H22}，z， )。进而语句 

l1)中P 满足 P EOP({H21，H2。}，25， )。由定理 l(2)可知： 

语句 12)～21)中所得到的路径 PEOP({H}，25， )。因此当 

满足 Case l条件时，语句 22)返回路径 PEOP({H}，．27， )。 

L_J 

定理 6 若are (H)，yE (H)，则函数 OHP (H，z， ) 

返回一条路 PEOP({H}，z， )。 

证明：若 H是轮。显然，由定理 4，语句 2)返 回一条路 P 

EOP({H)，25， )。 

若 H不是轮。根据文I-3]，语句 4)～6)重复 x⋯压缩不 

包含z和y的扇直到压缩后的图中不存在这样的扇。为了与 

原图 H 区分开，我们把执行完语句 4)～6)的循环压缩后得 

到的图记为 H 。由定理 5可知，语句 7)中的路径 PEOP 

({H }，z， )。进而根据文[3]，执行语句 8)后，PEOP({H}， 

z， )。 口 

6 算法的复杂度分析 

6．1 时间复杂度 

令 一I (H)I。 

定理 7 若 are (H)，yE (H)而且 H中所有扇包含z 

或y，则函数 OHPz(H，．72， )的时间复杂度为 O(n )。 

证明：若 H是轮。由定理 4，易得：计算 P(H，z， )中所 

有路的花费需要的时间为 0( )。 

若 H不是轮。显然，语句 4)～6)需 0( )时间。Hz 和 

Hzz可以在遍历树 T和 c的同时构造并赋边权值。因此 ，语 

句 8)需 0(j E(H)I)时间。又由Halin图定义可知 jE(H)I一 

0( )，因此语句 8)需 0( )时间。显然，语句(11)～(22)需 0 

( )时间。因此除去递归调用语句 9)和 10)，执行 Case l总 

共需要 0( )时间，同理，Case 2～6中除去递归调用语句总共 

需要 0( )时间，因此函数 0HPz(H，5[7， )除去递归调用语句 

总共需要花费 O( )时间。 

由定理 3，每调用一次 0HPz其作用为压缩一个包含结 

点25的扇。显然OHPz(H，25， )结束时，递归调用的次数与 

压缩所有只包含结点 z的扇过程中生成的 Halin图的数 目相 

同。而由x⋯的定义可知，每压缩一个扇，至多生成两个 Ha一 

1in图。进而由定理 3，压缩只包含结点 25的扇过程中生成的 

Halin图至多 l+2 +⋯+2Hdgh“ 卜 个。而由 Halin图的定 

义可知：Height(T)％logz 。因此递归调用的总次数<l+2 

+⋯+2 og2 — 。而由x ． 的定义可知 ，每次递归调用中 

输入的 Halin图的结点数小于 。因此函数 OHP (H，25， ) 

的时间复杂度为 0( )。 口 

定理 8 函数 OHP (H，25， )的时间复杂度为 0( )，其 

中zE (H)且 E (H)。 

证明：若 H是轮。与定理 7类似可得 OHP (H， ， )的 

时间复杂度为0( )。若 H不是轮。由文[3]可知：语句 4)～ 

6)和 8)共需 0( )时间。而由定理 7，语句(7)需 O(n )时间， 

因此，0H P](H，25， )的时间复杂度为 O(n。)。 口 

6．2 空间复杂度 

本算法所需的主要空间：保存函数 OHPz(H，25， )在递 

归调用的过程中生成的所有 Halin图。由定理 7可知，这些 

的 Halin图最多有 0( )个，而且每个结点数不超过 n。保存 

每个 Halin图只需要保存其特征树与伴随圈，即 0( )空间， 

因此本算法总共需要 O(n。)空间。 
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