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摘 要 1988年在美国Kalamazoo召开的“第六届国际图论、组合及其应用会议”上提出无爪图猜想：若 3连通 ≥3 

阶K free图G的不相邻的任两点 、Y均有l N( )U(N( )l~(2n--6)／3，则G是哈密顿图。这里证明更深刻的结 

果：若3连通 ≥3阶K froe图G的满足 1≤l N( )n(N( ){≤口一1的不相邻的任两点 、y均有l N( )U(N( ){ 

≥(2n--6)／3，则 G是哈密顿图。 
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Abstract In 1998 a conjecture was suggested for the conference of Graph theory，combinatorics，and applications at 

Kalamazoo in USA as follows：let G be a 3-connected K1
,3-free graph of order ，if l N( )UN( )l≥(2n--6)／3 for 

each pair of nonadj acent vertices ，Y，then G is Hamihonian．In this note we obtain the further result：let G be a 3一 

connected K1 free grah of order ，if l N( )U N( )l≥(2 一6)／3 for each pair of nonadjacent vertices ，Y with 1≤ 

lN( )nN(y)l≤口一1，then G is Hamiltonian． 
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本文研究的图 G一( ，E)均是通常所说的无向、无重边、 

无环点的图，a是图G的独立数。记 “是图G的一点，G1、G2 

是图 G的两个子图或点集，点 “在子图或点集G 的邻点集 

记为 k̂l(“)一{ ∈ (ca )：“ ∈E(G))，则记 Nal( (G2)) 

一 ∈y( )N 1(“)。图 G长为 m 的圈C 表示为 l 2⋯ l， 

N (“)一{ 汁l： ∈N0 (“))，̂  (“)一 { 广l： ∈ 

(“)}， (“)一 (“)U (“)。邻域并 NC=min{l N 

(“)U(N( )l：“， ∈(G)，“ E(G))，广义邻域并 NC 一 

min{lN(“)U(N( )l：“， ∈(G)，“ E(G)且 1≤ lN(x)n 

(N(y)l≤a一1)。K1,3-free图常称为无爪图，它就是不存在 

K 为导出子图的图。本文其余记号、概念见文[1]。 

迄今为止，人们已发现许多具备良好的互连网络性能的 

特殊哈密顿图。如陈冠涛教授等在文[4]发表的是一类哈密 

顿坚韧图；赖虹建教授等在文[5]发表的是一类哈密顿 hoey— 

comb图；徐力行教授等在文[6]发表的是一类哈密顿 Ar— 

rangement图等。 

众所周知，没有各方面性能都最优的互连 网络。每一互 

连网络，通常是其某方面最优，则其它方面可能就存在某些缺 

陷。最近，本文作者和赖虹建教授等在文[7]发表一类哈密顿 

图。本文作者也和Ronald J．Gould教授在文[8]发表另一类 

哈密顿图。本文中，我们接着研究无爪图。已知此类图若兼 

具某些特定条件，其互连网络也具备某些改进的性能，这方面 

尚有待更多的深入研究。 

1988年在美国的Kalamazoo召开的“第六届图论、组合 

及其 应 用国 际会 议”上，美 国 Memphis大学 校 长 Ralph 

Faudree等提出下面猜想l2j： 

1991年 Ronald J．Gould在其文[2]中再次列出此猜想 

供研究。 

猜想l_2 ] 若 3连通 ≥3阶 K 一free图 G的不相邻 的 

任两点 、Y均有 lN( )U(N( )l≥(2n一6)／3，则 G是哈密 

顿图。 

至今 ，不相邻的两点的情况，已有很多研究。距离是 2的 

情况，我们在文[3]证明距离是2的情况： 

定理 1[3 若 3连通 ≥3阶 K 一free图G的距离是 2 

的任两点 ，Y均有 lN( )UN( )l≥(2 一6)／3，则 G是哈密 

顿图。 

但满足 1≤ lN( )n(N( )l≤口一1的不相邻的任两点 

的情况，迄今为止，还没有见任何研究的报道。本文中，我们 

参考文[3]，引入 1≤lN( )n(N( )l≤a一1的不相邻的任 

两点的情况，提供理论上的知识。本文中，我们将证明比上面 

猜想和定理 1深刻的定理 2。 

定理 2 若 3连通 ≥3阶 K —free图G的满足 1≤ l N 

( )n(N( )『≤口一1的不相邻的任两点 、y均有 I N( )n 

(N( )l≥(2 一6)／3，则 G是哈密顿图。 

为证明定理，下面先证明如下的引理 ： 

引理 1 对 2连通 阶图G ，记 为图G的一个最长 

圈，G1为 G— 的一分支 ， ，∞∈N (ca )且{ ， ， 
⋯

， 卜 I)n(Ncm(Ca)一 ，不妨认为 ∈ (G1)， ∈ 

( )，则有 1≤l N(x⋯ )n(N( )l≤口一1及 l N(x )n(N 

( +1)l≤口一1。 

证明：(1)显然 1≤ JN(x )n(N( )l，若有 JN(五+ )n 

(N( )l≥a。此时，因 是图G的一个最长圈，知 和 

*)本课题是海南省 自然科学基金资助项目(批准号 10501)。赵克文 教授，主要研究兴趣是图论网络，互连网络等。 
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在 G—G，I中没有公共邻点(若 和 一在 G—cm中有公共 

邻点 ，则有圈 C ： ⋯ 比C 长，矛盾。另外 ， 

还要注意下面定理证明要用的且 C 含 的所有点)，所以 

和五+ 的公共邻点全在 中，即lN ( )l≥a。因 是最 

长圈，则易知 N ( )U{ }是独立点集且点数多于 a(否则， 

若 五+l， +l∈N (Cn)，使 而+l∈E(G)，则 圈 C ： 

五 zJ rl⋯五+l +l +2⋯ 比C 长，矛盾，且 C 含 的 

所有点)，即独立数≥a十1，和独立数是 a矛盾。所以有 l N 

(五+1)nN( )l≤口一1。 

(2)若l N(五+ )n(N(蜀+ )l≥a。此时，因 是最长 

圈，显然，N(x㈩)n(N(而+ )没有点在G— 中(若G— 

中点“∈N(xl+1)n(N(蜀+ )，则记 P为G 中一条两端点和 

五、 分别相邻的路，则有圈 C ：五P 川 ⋯五+l“ +l +2 
⋯  比C 长，矛盾，且 C 含 的所有点)，所以 N(x一 )n 

N(五+ )中点全在 中，即 l N( 汁 )n N(Jc,+ )l— l N0竹 

( +1)n N0竹( ，+1)l— l Nr川( 汁1)n N ( +1)l，又 ( 是 

最长圈，所以 Nr川(五+ )n N ( + )的全部点和 G1中任取 
一 点组成的点集中没有相邻 的两点(比如，若 Xk ，Xh一 ∈ 

N ( )n N ( 汁1)，使 lXh—l∈E(G)。(a)当 丑 l∈ 

{五+2，五+3，⋯， r1}，“ l∈{ +2，五+3，⋯，五 l}时，记 P为 

G 中一 条两 端 点 和 五、蜀 分别 相 邻 的路，则有 圈 C ： 

lP J 厂l⋯丑 J+l弓+2⋯ 1丑 1 一2⋯ +l XhXh+l⋯ l比 

C 长，矛盾 ，且 C 含 的所有点；(b)当丑一 ，“一 ∈{ ， 

五+3，⋯， ，}时，不妨认为 ≥̂志十1，则有圈 C ：五P ， ．rl⋯ 

⋯ 4 +l⋯ ̂ l丑一l丑一2⋯ 汁l +̂l⋯ 比C 长，矛盾 ， 

且 C 含 的所有点)，即这样的互不相邻点一共不少于a十 

1，和独立数是 a矛盾。所以lN(xH1)n N( + )l≤a一1。 

定理的证明；用反证法，假设图G不是哈密顿图。记 

为图G的最长圈，G】为 G— 的～分支，因图 G是 3连通 ， 

所以依顺时针记 五， ，，丑 ∈N0竹(V(G1))且 {．12 ， ⋯， 

而一1， 汁l， ，+2⋯，丑一1}n N0竹(V(G1))一 。因 为图G 

的最长圈，不妨记 “∈V(G1)， ∈N0竹(“)，则 盯一 ，盯 

E(G)。又因G是无爪图，所以 卜l五+l∈E(G)(否则，若 五一l 

五+ E(G)，又已有 盯一 ，盯 E(G)，则和 G是无爪图矛 

盾)；同理有 广1 州 ，丑 l丑+l∈E(G)。其后 ， 

断言(a)：五+l和 ， +2，丑 ， ̂+2均不相邻。 

证明：若 ⋯和 相邻，记P为G 中一条两端点和 、 

， 分别相邻的路，则有圈 五P J ⋯ 五+2⋯刁 I而+l + ·0 

是比 c 长 的圈，矛盾。若 五+ 和 +z相 邻，则有 圈 

P ， ⋯ H ⋯ 弓+2 +3⋯ 是 比C 长的圈，矛 

盾。可类似说明其它情况。 

类似地，我们有 

断言(b)： 和 ， ，丑， +2均不相邻；丑+l和 ， 

五+2， ， 均不相邻。 

其后 ，我们分情况讨论如下： 

情况 1：G1有一点 使d( )≤( 一7)／3。 

此时由I N(xk+ )U N( )I≥(2 一6)／3，得 I N(丑+ )f≥ 

(2 一6)／3一 ( )十l{ }l≥( 十4)／3。其后 ，当{丑+l，丑+2， 

⋯

， ，}中有点 “ 和 相邻时，则 “一 和 + ， 均不相邻 

(否则，若 “一 和 + 相邻，则记 P 为 G1中一条两端点和 

，丑 分别相邻的路，则有圈 P。丑 一l⋯ +l“一1 2⋯ 

⋯ ̂ ̂+l⋯ ，是比C 长的圈，矛盾。当“一l和 相邻时， 

类似有矛盾)。当{ + ， +z，⋯，4一z}中有点西 和 +1相邻 
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时，“+l和 +l， 均不相邻。及 和丑+l不相邻时， ⋯和 

+ ， 均不相邻，从而有 I N( + )U N( )l≤ lV(G)l—l N 

( H1)＼(丑 ，丑 l}f— f(蜀+l， ， +l}f≤(2 一7)／3，矛盾。 

情况2：G1中有点 使d( )≥( 一2)／3。 

此时，则类似上面的讨论有 N ( )及 {丑， ，V(G1)} 

中点和 ⋯ ， + 均不相邻，所以l N(x⋯)U N( )l≤l V 

(G)l—l N ( )l—l{Xk，丑+z，V(G1)}l≤(2 一7)／3，矛盾。 

情况 3：G—G 的任一点 均( 一6)／3≤ ( )≤( 一3)／ 

3。 

此时分情况讨论如下： 

子情况 3．1：G— 有一分支G 使 lN (V(G1))l≥4。 

此时依顺时针记 丑，五， ，“ ∈N (V(G1))，且 {丑+l， 

z +2⋯， rl， l+l， t+2，⋯， ，一l， ，+l， ，+2，⋯，j 一l}n N( 

(V(G1))一 ，由 l N(丑+1)U N( )l≥ (2n一6)／3，有 l N 

( + )l≥(2n一6)／3一d( )+ l{丑 }l≥n／3。同样有 1 N 

(五+1)1>~n／3，l N( +l l≥n／3，l N(Xh+1)l≥n／3。这样 { ， 

+ ”， 一l}或{五，五+ ”， l}中和 丑+l相邻的点数≤ l 

N(xk+1)＼{丑一l， ，丑+2}1／2，不妨认为{五，五+ ”，蜀 1}中 

和 H 相邻的点数≤ l N(xk+ )＼{丑一 ，丑，丑+ }l／2。当{蜀， 

⋯ ，⋯，4 l}中有点 和 +l相邻时，则 +l和 五+l，蜀+l 

均不相邻(否则，类似有比 长的圈，矛盾)。当{ + ， +z， 

⋯

， }中有点 ，和 +，相邻时， r1和 一 ， +，均不相邻。 

且由断言(n)知 丑+ 和 G1中的点 的公共邻点至多是 丑，所 

以，上面的 广+，和t—l均不在 N ( )中，又 “+ 和 H 不相 

邻时， +̂2和 ⋯ ，∞+l均不相邻。记 H一{五，五+l，⋯， 

z一 }，从而有 

l N(x + )UN(五+，)l≤ lV(G)l一1 N ( )l—lV(G1)l 
—

I(N(xk+1)＼{丑})一NH(xk+1)l—l{“+2}1≤ 一 ( )一l 

{ }}一(}N(x +1)l一1)十(1 N(x +1)l一3)／Z一1≤(2 一7)／ 

3，矛盾。 

子情况 3．2：G— 的任一分支G 均 lN0竹(V(G1))1— 

3。 

此时若 G1有不相邻两点 “， ，则lN(x一 )UN( + )l≤ 

lV(G)l—lN(“)UN( )l—l{“， }l≤(2n一7)／3矛盾。即 

知G— 的每一分支均是完全子图。其后，若 G1有点“和 

z 或 或 不相邻(不妨认为“和 不相邻)，则1N( + ) 

UN(xk+1)I≤Jy(G)J—J N (“)J— J y(G1)I—J{ ， 件 ， 

件2}1=n--d(u)--4。当 (“)≥( 一5)／3时，上式 l N( +1) 

UN(xk+ )1≤(2 一7)／3，矛盾 。当 (“)一( 一6)／3时，由I 

N(xk+1)l≥NC—l N( )1十 l{ }l≥( 十2)／3，其后类似情 

况 1的分析，有 l N( + )U N(“)l≤ l V(G)l一1 N( H )＼ 

{丑 ，丑}l—l{ ，而+ ， 件 ， }l≤(2n一7)／3。矛盾。所以 

有 

断言(c)： ， ，丑和G 中每点均相邻。 

其后对子情况 3．2，再分情况讨论如下： 

子情况 3．2．1{ (G1)f≥2 

在断言(a)和断言(b)下，因 为图G的最长圈，此时易 

有 丑+3和五+1， +1均不相邻 。 

当 ( )≥ ( 一5)／3时，因 和 一l，丑+l， +2均不相 

邻。而趣，丑+2，丑+3和 志 ， +1均不相邻。从而 IN(xi+1) 

UN( 汁1)l≤ l V(G)l— I N ( )I—I V(G1)I—I{丑+2， 
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图 8 中值滤波 

结论 本文所提出的灰度水印镶嵌方式能够在基本不破 

坏原图视觉效果的情况下实现水印的嵌入，嵌入的水印具有 

不可见性，并能被较好地提取出来。而且对剪切 、JPEG压 

缩、滤波等操作有一定的抵抗能力，有一定的实用价值。 
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3 ， }【≤(2”一7)／3，矛盾。 

当 ( )一(” 6)／3时，1 N( + )【≥(2n一6)／／3一【N 

( )I+【{ }1≥( 十_2)／3，其后 1 N(a -)U N(a-)I≤ 1 V(G)【 
一

【N(xk+I)＼{ I， }l I{ ， ， 1， l。 r'2}1≤(2n 7)／ 

3，矛盾 。 

子情况 3．2 2：V(G )一{ } 

此时，综合上面所有情况有 (”一6) 3≤d( )一3≤(” 

3) 3，有 12≤ ( )≤15。则 min{I —i．I，；k—i1，ji一☆1}≤4， 

不妨认为I — 』≤4。当 IJ i】≤3时，则易有更 长罔，矛盾。 

当Ij—i1—4时， z至多和 + ， 相邻，从而}N( )U N 

Cr )I≤1{ ， ，， 女， 。 __1}1一j≤(2” 7) 3，矛盾。 

至此，完成定理的证明。 
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