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亏格为 3的超椭圆曲线除子加法的并行算法 

郝艳华 范欣欣 王育民 

(西安电子科技大学 ISN国家重点实验室 西安 710071) 

摘 要 本文给出了求超椭圆曲线除子加法并行算法的一个易于实现的一般性方法，使用该方法得到的并行算法的 
O 

并行轮数是最小的。将该方法应用于亏格为 3的超椭圆曲线除子加法运算中，得到分别使用 9和 7个乘法处理器，可 

在 15轮运算中实现除子加法和倍点运算的一个并行算法。 
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Parallelizing Explicit Formula in Genus 3 Hyperelliptic Curves 
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Abstract A general methodology for obtaining parallel algorithm of divisor arithmetic in hyperelliptic curve，which is 

easy tO perform，is developed．The algorithm  is optimal in the number of parallel rounds．Applying this methodology， 

we derive the parallel version of the explicit form ula for divisor arithm etic in genus 3 hyperelliptic curve．It is shown 

that with 9 multipliers and 7 multipliers respectively，the divisor addition and doubling can be carried out in at least 1 5 

parallel rounds． 
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自 1988年 Koblitz首次提出超椭圆曲线密码体制 

(HECC)[ 以来，人们普遍认为，由于运算效率较低，与椭圆 

曲线密码体制(ECC)相比，超椭圆曲线密码体制在实现方面 

没有什么优势。然而，至今仍有许多研究者没有放弃对超椭 

圆曲线密码体制的研究，这是因为它有许多椭圆曲线密码体 

制无法比拟的优点。其中较为重要的一个就是与椭圆曲线密 

码体制相比，超椭圆曲线密码体制所需的基域更小：要达到 

160比特 ECC的安全性 ，亏格为 2的 HECC的基域需 8O比 

特 ，而亏格为 3的 HECC的基域则只需 54比特就足够了，这 

使得无需进行多精度计算就可以在 64比特 CPU上来实现 

它．因此超椭圆曲线密码体制更适宜在受限系统中使用。 

影响 HECC投入实际应用的一个重要 因素就是它的实 

现速度问题，这也是许多研究者研究的主要课题。目前对这 

个问题的解决主要是通过两种途径：第一种途径就是研究超 

椭圆曲线除子加法的确定性公式本身 2̈ ]，通过使用一些数 

学技巧来简化公式、合并运算的方法来提高效率。就目前所 

知，奇特征域上亏格为3的超椭圆曲线除子加法的最快算法 

是由Gonda等人给出的l· ，使用该算法除子加法需 J+70M 

+113A，而除子倍点需 J+71M4-107A，其中 J、M和A分别 

表示进行一次基域中元素的求逆运算、乘法运算和加法运算 

所需要的时间。由于基域中乘方运算和乘法运算所需时间相 

差不多，因此进行一次乘方运算所需的时间也记为M。但是 

由于超椭圆曲线上Jacobian群本身结构复杂，对公式本身进 

行改进来达到提高效率就显得收效甚微。很多时候人们不得 

不考虑采用第二种途径，那就是通过研究超椭圆曲线除子加 

法的并行算法来提高实现速度。Mishra首先给出了一个亏 

格为2的超椭圆曲线除子加法的并行算法l_7]，得出最好的结 

果是加法运算至少需要 8个乘法器进行 8轮运算，倍点运算 

至少需要 11个乘法器进行 8轮运算。本文将进一步改进该 

并行算法并利用 Gonda等人 的确定性公式给出亏格为 3 

的超椭圆曲线上除子运算的并行算法。 

1 超椭圆曲线密码体制的数学基础 

令 K为一有限域，K为K的代数闭包，定义在K上的亏 

格为 g(g≥1)的超椭圆曲线 C由下式给出： 

C： + (̂M) 一_， (M) (1．1) 

其中 (̂“)∈K(“)是一个至多 g次的多项式，_厂(“)∈K(“)是 
一 个 2g+1次的首一多项式，并且没有数对(U， )∈K×K能 

够同时满足方程(1．1)及方程(1．1)的两个偏微分方程 2 +  ̂

(M)一0和 h (“)V--f(“)一0。C在K上是不可约的。 

令有限域 K的特征为奇数，构造一个变换 ：“一“， ( 
-- h(“)／2)，可将C的方程变为形式 一f。(“)为的方程，其 

中 f。(M)∈K(M)是一个 2g+1次的首一多项式。所以以后 

我们考虑奇特征域上的超椭圆曲线的时候 ，只需考虑形式为 

C： 一厂(“)的方程就足够了。特别地，特征为奇数的域上的 

亏格为 3的超椭圆曲线方程可写为 
— 一  4-厂6 4- j4-⋯+Yo (1．2) 

其中． ∈K。假定 K的特征不为2和7，通过变换 y： — 

+
．厂6／7， ，可将方程(1．2)化为 

v 一 4- 4-⋯+ fo (1．3) 

其中． ∈K。因此对于奇特征域上亏格为 3的超椭圆曲线， 

本文总是设定 _厂6一O。 

超椭圆曲线 C上的除子 D定义为C上点的形式和 
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D一 ∑ PP， P∈Z 
P∈(’ 

其中只有有限个数的 狮 非零。整数∑PEC 称为 D 的次 

数 ，记为 degD。所有除子组成的集合 D在如下定义的加法 

运算下构成一个加法群： 

∑ PP+ ∑17pP一 ∑ ( P+ P)P 
P∈C P∈c P∈C 

所有 0次除子组成的集合是 D的一个子群 ，记为 D0。 

令 D1一∑PEC PP和D2一∑pEC17PP是两个除子，则 D1 

和 Dz的最大公因子定义为 

gcd(D!，D2)一 ∑min(mP， P)／P一(∑ min(mP， P))co 

令 K[c]=KEu， ／( + (̂“) 一 (“))，则 K[c]的分 

式域 K(C)称为 C在K上的函数域。对于多项式 G∈K(C)， 

G的除子定义为 div(G)一∑PordP(G)P，其中 ordP(G)是 G 

在P点零化的阶。有理函数 F—G／H的除子定义为div(F) 
一 div(G)一div(H)，除子 DEDO称为是主除子。如果存在某 

个有理函数REK(c)，使得D—div(R)。所有主除子的集合 

是D0的子群，记为P。商群 J一 ／P称为曲线c的Jacobi— 

an 。 

一 个除子称为半归约的，如果它的形式表示中没有两个 

点是互负的。如果这样的一个除子具有 志个点(可重复)，则 

称这个半归约除子的权是 志。志≤g的半归约除子称为归约除 

子。商群J的每一个陪集中都恰好只有一个归约除子，因此 

J实际上可以表示成超椭圆曲线 C上的全体归约除子的集 

合，在 J中定义归约除子的加法运算，则 J在这个加法运算 

下就可构成一个交换群。超椭圆曲线密码实际上就是建立在 

这个交换群上的。J中的元素 D一∑ P 一(∑ ，)cx。(这里 

∑ ≤g，P 一(3c ， ))，可由K[ ]中的两个多项式 a和b唯 

一 确定 ，其中 a( )一II(3c— ) t，且 a和b满足 ：1)degb< 

dega≤g；2)对所有 ≠0的 i，b(3c )一 ；3)b +hb一 0 

(rood n)。D—gcd(div(a)，div(6一 ))，一般简记为D=[n， 

61。 

2 确定性公式并行的一般方法 

超椭圆曲线除子加法及倍点算法是 由一系列基域中加 

法、乘法及求逆等基本运算组成的。通常情况下，该算法都包 

含一次求逆运算。由于一般求逆运算都比加法和乘法运算耗 

时得多，因此进行公式并行的时候都可以先不考虑求逆运算， 

而将其他运算并行以后，再将求逆运算作为单独的一轮放在 

合适的位置上就可以了。又由于通常基域中加法运算要比乘 

法或乘方运算快得多，乘法或乘方运算的运算次数是除子加 

法或倍点算法运行快慢的一个重要影响因素，因此在进行公 

式并行的时候，主要考虑基域中乘法运算的并行，而暂不考虑 

加法运算的并行。文[7]给出了确定性公式并行的一般方法， 

构造了一个有向无圈图。但是当乘法运算的次数较多时，需 

要构造的这个图往往会非常复杂 ，会给寻找各乘法运算之间 

的关系带来一些困难，比较容易出错。这里我们给出一个较 

为简单、易操作的方法，使用这个方法得到的并行算法的特点 

是 ：1)需要运行的轮数 r最少；2)在 1)满足的情况下，所需的 

并行运算乘法处理器 MW 的个数最少；3)在 2)满足的情况 

下，一次需要存储的变量的最大个数 BW最少。算法中乘法 

运算的总数记为 TM。 

首先，将算法中的乘法运算拆解为每两个元素相乘的形 

式 ，我们称为二元乘，并在任一个二元乘后面标明该步最早可 

在第几步执行。例如计算 5一 *J*志，其中*为域乘运算。 

如果算法中 i， 和志均为已知的参数，则可这样拆解 ： i* 

(1)，(1)标明这一步在第一步就可完成；5一t*志(2)，(2)标明 

这一步最早可在第二步完成；t是引入的中间变量。如果算 

法中 i， 和志均不是已知的参数，假设 i最早可在“ 步生成 ， 

最早可在“，步生成，而 志最早可在 “ 步生成，且 <“，< 

，则上式可拆解为 f—i* ( +1)；5一t*志(max(“，+1， ) 

+1)。其他情形可类似拆解。当然拆解的方法很多，这种拆 

解方法可以使得各步都能尽早完成。任两个二元乘之间有两 

种关系：一种是这两个二元乘之间没有任何顺序关系，可以并 

行进行，我们称这两个二元乘是无关的；另一种是这两个二元 

乘在计算上有顺序关系 ，一个二元乘必须在另一个二元乘完 

成之后才能进行，我们就说这两个二元乘是相关的。按照我 

们的方法拆解，后面标号相同的二元乘相互之间一定是无关 

的，因此是可以并行计算的；而标号不同的二元乘 ，则既可以 

是相关的，也可以是无关的。因为乘法运算的数 目是有限的， 

拟存在某个二元乘的后面是一个最大标号 z。由于这个标号 

表示该步最早可在第 z步完成，因此如果给出足够的资源，整 

个算法可在 z步内并行完成。因此，z就是我们要找的并行算 

法的最小轮数 r。 

找到了并行算法的最小轮数 r，我们需要寻找所需乘法 

处理器的最小个数MW，使得如果使用少于 MW个乘法处理 

器，那么得到的并行算法的轮数将会大于r，而使用多于MW 

个乘法处理器，所得到的并行算法的轮数仍将等于 r。一个 

最直接的想法就是 MW=F TM／r]，但是一般情况下，这个式 

子都是不成立的。这个式子只适用于那些乘法运算分布非常 

均匀的情况，而这种情况是非常少的。Mw 的值与具体算法 

中乘法运算的分布有很大关系，因此很难使用一个统一的公 

式来表示这个值。本文中我们采取先给出一个估计的最小 

照，然后用边测试边递增这个最小值的方法。比如，如果这个 

最小值我们给出的是 6，那么我们就尝试使用 6个乘法处理 

器来并行这个算法，看看是否能够在第 r轮完成。如果在第 r 

轮完成了，说明Mw=6，否则就继续使用 7个乘法处理器来 

并行算法，直到找到 Mw 的值为止。因此，较准确地估计最 

小值，可使我们少进行无谓的测试，简化我们的设计过程。 

令 一r TM／r1。对于一般算法，我们知道都有 M ≥ 

。 但是，如果我们 以 作为最小值来测试的话，在找到 Mw 

值之前可能需要进行较多的测试，因此我们考虑是不是能找 

到更为精确一些的值。我们将后面标号相同的二元乘放在一 

起来观察该算法中乘法运算分布情况，寻找是否存在某一个 

标号 i，使得标号小于或等于这个标号的所有二元乘的个数 

小于 而，这个个数记为 TMI。令 -z 一f(丁w—TMi)／(r— )f， 

由于二元乘后面的标号表示的是该二元乘最早可进行的轮 

数，因此标号大于 i的二元乘都不可能在第 轮及以前的各 

轮中完成 ，所以剩余 丁M—TM1个二元运算都必须在r—i轮 

完成，就有 MW≥ 。找出所有 的这样的 值，取其中最大 

的那一个与 做比较，取较大的一个作为我们测试的最小值 

M 。 

有了最小值 MWmi 之后，我们就可以开始测试了。测试 

的方法是这样的：我们把后面标号最大的二元乘全部写在第 

一 组里。如果这样的二元乘法的个数小于 MWmi ，就考虑标 

号次大的二元乘里有没有与写在第一组里的二元乘无关的。 

如果有，也写在第一组里。如果这样的元考虑完以后，第一组 

二元乘的个数仍然小于 MWmi ，那就再考虑标号再次大的。 

总之，一定按照标号从大到小的顺序一层层考虑，直到第一组 

· 11 5 · 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


个数正好等于MWmi ，或是第一组个数虽不等于MWmi ，但已 

经没有其它元可与第一组中各元不相关为止。标号为r的二 

元乘个数不可能大于MW ，否则，一定有 > ，这与 

MWmi 的取法相矛盾。第一组选取完以后再选第二组，首先 

考虑没有选过的标号最大的二元乘，将最大可能的不相关的 

二元乘都写进来，后面的都类似，最后看看是否能在 r轮完 

成。最后通过测试找到MW值，将找到这个值的测试算法倒 

过来写，即将第 r组写为第 1轮，第 r一1组写 为第 2轮， 
⋯ ⋯

，第 1组写为第 r轮。 

然后将求逆轮加到合适 的地方，最后一步就是将加法运 

算添加进去。因为不考虑加法运算的并行，所以任何相邻的 

轮数之间可以有多个串行的加法运算，原则就是要使用最少 

的变量，任何新的加法变量的生成最好挨近第一次引用它的 

乘法运算 。 

3 亏格为 3的超椭圆曲线除子加法的并行算法 

我们将上述方法应用到文[6]给出的亏格为3的超椭圆 

曲线除子加法算法中，得到了亏格为 3的超椭圆曲线除子加 

法的并行算法。文[6]中加法运算需要 J+70M+l13A，而倍 

点运算需要 J+71M+107A。在进行运算A—B+C+D，E— 

F(A—c)的时候(其中，B，c，D和F均是域元素)，文[6]均按 

照3个加法、一个乘法的运算量。其实，改变加法的顺序，比 

如 G=B+D，A—C+G，E—FG，则只需 2个加法、一个乘法 

就够了，所以做并行 的时候，我们按 照加法需 卜卜70M+ 

112A，倍点需 J+71M+106A来计算。 

首先我们将加法和倍点算法中的乘法运算拆解成二元乘 

形式并在后面标号，将后面标号相同的二元乘整理，得到表1 

和表 2。 

表 1 加法运算 

标号数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1O 11 12 13 14 

二元乘 
6 6 7 6 3 2 2 3 11 8 4 7 4 1 

的个数 

表 2 倍点运算 

标号数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1O 11 12 13 14 

二元乘 11 
9 6 6 3 2 2 3 11 4 4 7 2 1 

的个数 

从这两个表我们首先可以得出，对于加法算法和倍点算 

法来说，r都是 14。又由于这两个算法都包含一个求逆运算， 

把求逆运算单独作为 1轮，因此这两个算法的并行算法都是 

至少 15轮。对于加法算法 ， —r 70／14]一5。由于 TMr一6 

+6+7+6+3+2+2—32<5*7—35，因此 27一I(70—32)／ 

(14—7)7—6：TM8—6+6+7+6+3+2+2+3—35<5*8— 

40，所以 28一r(70—35)／(14—8)7—6，因此 ／~ I／-mi 一6；对于 

倍点算法，同样方法可以计算出 ／~ I／-mi 一6。通过测试发现， 

使用6个乘法处理器无法在 15轮中完成加法和倍点运算。 

通过验证，加法算法中至少需要 9个乘法处理器，倍点算法中 

只需要 7个就够了。除子加法算法和倍点算法的并行算法将 

在后面附录中详细给出。 

结论 本文给出了求超椭圆曲线除子加法和倍点并行算 

法的一个易于实现的一般性方法，利用这个方法给出了亏格 

为 3的超椭圆曲线除子加法的一个并行算法。结果表明，加 

法运算使用 9个乘法处理器至少需要进行15轮运算(其中包 

· 1】6 · 

含一个求逆轮)，倍点运算使用 7个乘法处理器也至少需要进 

行 15轮运算(其中包含一个求逆轮)。由于超椭圆曲线密码 

具有其他公钥密码所无法 比拟的优势，因此研究它的性能以 

帮助它早日走向实用，是一个非常有价值的方向。 
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附录：亏格为 3的超椭圆曲线除子加法和倍点算法的并 

行算法 

1．加法算法 

输入：亏格为 3的超椭圆曲线 C： 一 +fs 十 +f3一 

十_厂2 +f1 十f0； 

归约除子 D (U ，V )和 Dz一(U2，V2)， 

U1一一 十u1 2 +ul1 +u10，V1一 1 2 + l1 + 1o， 

U2一 +u22 +u21 +u20，V2一"022 +"02l +"020； 

输出：D3一(U3，Vs)一D1+D2，U3一 十u32 +u31 +u30， 

Vs一 2 + 1 + 0； 

初始变量：u⋯ u⋯ u⋯ vl2， vl0，u22，u21，u20，"022，"021， 

"O2o 。 

第一轮 

AM 01．pl— Ull u20；AM 02．P2一Ul0U21 

AM O3．PS— U12U20；AM 04．p4一U10U22； 

AM O5．PS—UI 2U21；AM 06．P6一UllU22． 

变量：P1，P2，P3，P4，P5，P6． 

AA01．tl—Pi—p2；AA02．t2一 Ps一 户4； 

AA03．t3一u20一ul0；AA04．t4一u21一 Ull； 

AA05．t5一“22一 U12；AA06．户7一PS--P6； 

AA07．t8一p7—+_t3． 

变量：t1，t2，t3，t4，t5，t8． 

第二轮 

AM 07．P9一 tlt5；AM 08．Pl0一t2t5； 

AM09．P16一t5t8；AM10．t6一t；； 

AM l1．t7一t3t4． 

变量 ：P9，Pl0，P16，tl，tz，ts，t6，t7，t8． 

AA08．iz= p16-- t6；AA09．tl0=Pro--t7； 

AA10．tl2Vl2一 2． 
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变量：i2，t⋯tl3，P9，t1，t2，t3，t6，t7，t8． 

第三轮 

AM12．P8=￡；~AM13．P17=“22iz； 

AM 14．Pl8= li2；AM15．PI9=U22tlo~AM 16．ti6~---t13iz． 

变量 ：p8，p9，P17，pi8，P19，iz，tl，tz，t6，t7，t8，tio，ti3，t16． 

AA11．iI— PI7一 tl0；AA12．tiz一 l一 I； 

AA13．P2l一￡I2+t13；AA14．pzz—ii+iz； 

AA15．tl1： 0一 o；AA16．t =P8一P9； 

AA17．P2o=pI9+t9~AA18．io=pi8 mpzo； 

AA19．P12一t10 mt7；AA20．P31一tn+t13； 

AA21．P32一i0+i2；AA22．p41一tii+tlz； 

AA23．P42一io+il 

变量 ：io，il，PI2，pzi，pzz，p3i，p3z，P4I，p tl，tz’t6，t8’t9’ 

t1i，tlz，ti6． 

第四轮 

AM17．t14一t12i1；AM 18．ti7=U22￡l6； 

AM 19．P23一 IP22~AM 20．t15= tiiio；AM 21．p14=tlt6． 

变量：Pl2，p⋯ pz3，p31，p3z， l，P4z，tz，t8，t9'tt4’tls’t16’ 

￡I7． 

AA24．P24=tl4+t27；AA25．Pzs-~Pz4一 3； 

AA26．t18：P25+t16~AA27．ti9 U2o+U22； 

AA28．P26=￡l9+U2l；AA29．pz7 ￡l9一U21； 

AA30．P28=tI6+t18~AA31．p4s t14+t15． 

变量：PI2，P14，Pzs，Pz6，pz7，pz8，p31，p3z’p41’p4z’p4s’tz’ 

t8，t9，￡l4，ti6’t17’￡18． 

第五轮 

AM22．Pll=￡8t9~AM23．P13一tzplz； 

AM24．t2o：P25pz6；AM25．tzl=pz7Pz8； 

AM 26．P29一 U20t18．AM 27．P33= P31P3z． 

变量：pli，P13，PI4，pz9，户⋯ P41，P4z，p4s’t14’t16’t17’tzo’ 

￡21． 

AA32．Pl5：Pll+PI3；AA33．r—pl4+pis； 

AA34．P30：P29+tl5；AA35．5 0一一p3o； 

AA36．P34一t20+t2l~AA37．p3s-~p34／z； 

AA38．P36=tl4+P33；AA39． 7=S o+P36； 

AA40．P38=p3sJr-p37；AA41．5 2一￡l6--P38； 

AA42．P39一 tzl—t2o． 

变量：r，sto，s 2，p39，p4I，户45，￡l7． 

第六轮 

AM 28．P47一 2． 

变量：s o，5 2，r，P P4l，p42，p4s，p47，tt7． 

第七轮 

AI．t22一p ． 

变量：t22'5 0，s 2，r，P P41，p4z，P4s，t17． 

第八轮 

AM 29．t23一rt22~AM30．P43一p4lp4z． 

变量：t t22's o，s 2，P P43，p45，￡l7． 

AA43．P44一p43+￡I7~AA44．P46-~P4s--P44； 

AA45．P40=p39／z AA46．5 l=p4o+P46· 

变量：5 0，5 I，5 2，r，t22，tza． 

第九轮 

AM31． =rt23；AM32．So t23 o； 

AM33 = 3 s l~AM34．P48—5，2． 

变量 ：CO／，SO，5"l，p48． 

AA47．Z4=“12+S1；AA48．Ps8=Z4+S1； 

AA49．U ： p58 mU22；AA5O．P67=2v~z； 

AA51．P6s=P67一 ~AA52．t34一 3一 ； 

AA53．P5I一 5o一5l；AA54．t24=SO十 Si． 

变量 ： ，5o，5l，Ut3，Z4，P48，Pal，p68，tzz，te4，t34． 

第十轮 

AM35．t28一ul2 sl~AM 36．Ps9=SI Z4； 

AM 37．P6o— U22Uf3；AM38．P76一 S1 2； 

AM 39．P79一 “l2~AM 40．P83一U20Uf3； 

AM 41．P99一 ￡34u AM 42．w=t22P48~AM 43．P69= f~o／P68． 

变量 ： ，5o，5l，叫，Z4Uf3，psi，Ps9，P6o，p69，p76，P79，p83’ 

p99，tz4，tz8’t34． 

AA55．P57一Ul】+5o~AA56．Z3 ps7+tz8； 

AA57；PB3一t‘21+t‘22；AA58．p6l=so一“2l； 

AA59．P62=P6I+Z3；AA6O．t30 PS9一p6o； 

AA61． 2=p62+tao；AA62．p64一“ 2+U ； 

AA63．P65一z3+Z4；AA64．pioo—P99+Z3； 

AA65．Pl0l=p100一 2；AA66．tzs=ulo+ulz； 

AA67．P49一 5+Ull；AA68．pso—tzs—Uli； 

AA69．P77=P76+ I~AA70．p78=2p77； 

AA71．pso p78+P79． 

变量：Z3， ，叫，S0，Si， ，Ut3，p49，Pso，psi，P63’P64， 5， 

p69，Pso，p83’Plol’￡24’tz8’t3o’t34· 

第十一轮 

AM44．t29=50z3；AM45．t31=p63P64； 

AM 46．t32一 “2l，ut2~AM 47．P66 tz4p6s； 

AM 48．P95= t34ut2~AM 49．"Or3一叫pl0I； 

AM 50．t26=￡24P49；AM 51．t27= psoPsi~AM 52．Z0 m0 5o． 

变量：ZO，OOi，5I， ，Uf2，‰ ，"Or3，p66，P69，Pso，P83’Pgs，te6’ 

7，f28， 9，￡30， l，￡32，￡33，￡34． 

AA72．P70一t3o+U2o；AA73．p7i—pTo+t3i； 

AA74．t33-= t29一t3z~AA75．pTz P7I十 t33； 

AA76．P52=t26一t27；AA77．p =p52／z； 

AA78．zI— P53 mtz8；AA79．ps4一tz6十 ； 

AA80．pss：p54／2；AA81．p56一 5+孙； 

AA82．Z2=P56+“10；AA83．p73一Z2+p69； 

AA84．p74~---p73+p66~AA85． 1一p74 mpTz； 

AA86．P96-~p9s+z2；AA87．p97 P96 mucI； 

变量：勐，Z1，Z2， ，叫，5】， 】， 2，ut3， 3，Pso’p83’P97，t33， 

￡34． 

第十二轮 

3．P82=U22 l~AM 54．p91一t34u￡i； 

AM55．P58一叫p97~AM56．pioz一诟 ； 

AM57．P75— 5lz2；AM 58．P81一 p8o． 

变量：z0，zl，叫，Uf1， ， 3，"Ut3，pTs，P8I，Psz’P83’P9I’p98’ 

Ploz’t33't34· 

AA88．P92一p91+zl；AA89．p84=psz+p83； 

AAg0．P85=zI+t33；AA91．p86-~pTs十p85； 

AA92．P87=P8I-~P86~AA93．U~0 P87--P84； 

AA94．P92一U~0；AA95．plo3=pi02十 3； 

AA96．“32= 一 P103；AA97．t3s一2v,3；AA98． 2一P98+ 

2． 

变量 ： ， ，‰ ， 1，ut2， 3， 2， 3，p93，￡“’t3s’u32· 

第十三轮 
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AM59．P94一训p93；AM60．plo4一 U32Ut3； 

A 伪̂ 1．P1o5一‰ 2． 

变量：Zo，训，uf0，ü ut2，u vtz，7Jt3，P94，Plo4，ploa，t34，t3s， 

u32． 

AA99． l— P94+ vn；AA 100． o6一 Ut2+plo4； 

AA101．P1o7一p1o5-~-P106；AA102．U31一fa--p107． 

变量 ：ZO，W，Uf0，Un，Ut2，U日， 1， 2， 3t34，t3s，U31，U32． 

第十四轮 

AM 62．Pm —t ~ut1；AM 63．Pno—U31Ut3； 

AM 64．P88一￡34um；AM 65．Plo8一 ；AM 66．plo9一 U32Ut2． 

变量：ZO，W，nil，Vtl， 2， 3，P88，Plo8，plo9，P11o，Pm，U31， 

U32． 

AA103．p112一pl。8+Wt1；AA104．pu3一 ∞+pm ； 

AA105．P114一p113+Pllo；AA106．Plla—Pin+ Pll4； 

AA107．U3o一 --Pl15；AA108．p89 P88+Z0． 

变量 ：W， 1， 2， 3，P89，U30，U31，U32． 

第十五轮 

AM67．Pn8一U30Vt3；AM 68．P11 7一 U31 Vt3； 

AM 69．P9o一训 89；AM T0．P116= U32 3． 

变量： I， 2，pgo，p116，P117，Pn8，U30，U31，U32． 

AA1O9． 2一 2一 P116~AAl10． 1— 7Jtl--Pl17； 

AA 111． 。一P9o+Vl0；AA12．V30一 o--Pl18． 

变量：U U_{I，U 0，V31， 2． 

2．倍点算法 

输入：亏格为 3的超椭圆曲线 c： 一z +fax +^z +f3 

+l厂2z + z+fo；归约除子 D 一(U ，VI)， 

U1一 +“12z + 11z+ “1o，V1： Vl2z + 1z+ o， 

输出：D2一(U2， )一2Dl，U2一 +u22x +U21z+U20， 一 

2z + 1z+ o； 

初始变量：U12，U1l，U1o，VlZ，Vll，VlO。 

第一轮 

DM 01．P1一 “11Vlo；DM02．P2一 “loV1]； 

DM03．P3一Ul2Vlo；DM04．P4一Ul0VlZ； 

DM05．P5一UI2 lI；DM06．P6一UllVlZ． 

变量：p1，p2，p3，p4，p5，p6． 

DAO1．t1=Pl--Pz；DA02．tz= P3--P4； 

DA03．p7一 o+pa；DA04．ts=P7--P6． 

变量：￡1，tz，t5． 

第二轮 

DM07．t13一“}2；DM08．P16一V12ts； 

DM09．PIo= VlZtz；DM 10．P8一 o； 

DM11．t3一 1；DM 12．t4一 。 1；DM 13．p9一VlZ￡1． 

变量：p8，P9，Plo，pl6，￡1，tz，t3，￡4，t]3． 

DA05．t6一P8-- p9；DA06．iz=t3-- pl6； 

DA07．t7一 P1o— t4；DA08．tlz一 2ull； 

DA09．P23一fa+tl3；DAIO．t]s Pz3--tlz； 

DAl1．P25一￡12--t]5；DA12．p24=2tl3； 

DA13．z2一￡15+ p24；DA14．Pl2= t7-- t4． 

变量：i2，z2，t t]3，￡1，tz，t3，ts，t6，t7，P12，P2s． 

第三轮 

DM14．t23一 i2z2；DM15．P26一U12p2a； 

DM16．P21一讶2；DM17．pl9一U12t7； 

DM18．P18一Ul1i2；DM19．Pl7一“12iz；DM20．pll一￡5t6． 

变量：z2，Pn，Pl2，pit，pl8，Pl9，p21，P26，iz，tl，tz，t3，t6，t7’ 

· 118 · 

tl3'tta't23． 

DM15．P27一￡15一 ul1；DA16．tl1— 2ul0； 

DA17．p22一￡l1+P21；DA18．￡H一^ 一P22； 

DA19．p29一￡l1一￡n；DA20．P31一Ull—fa； 

DA21． 一 2vl2；DA22。il—Pl7+t7； 

DA23．zI= P26+ ￡14；DA24．P37一 il+ iz； 

DA25．P38一z1+z2；DA26．P2o=P18+p19； 

DA27．io—t6-~-Pzo；DA28．p43一 io+ iz； 

DA29． 52一 io+ il． 

变量：i。，il，ZI，z2，pn，Pl 2，p27，p29，P31，P37，p38，p43， 

pa2，tl’tz，t3’t]3，tzo’tz3． 

第四轮 

DM21．P28一 t13P27；DM22．P3o— U12p29； 

DM23．P32一 UllP3l；DM24．P33 t2oVli； 

DM25．tzl—i1z1；DM26．t24一U12tz3；DM27．P39一p37p38． 

变量：io，z1，z2，P p12，P28，P P3z，P33，p39，p43，Pa2，￡1， 

tz，t3，￡2。，￡21，t23’￡24． 

DA30．P34一 +P28；DA31．P3a—p34-~-P3o； 

DA32．P36一 5+ 2；DA33．ZO=p36--P33； 

DA34．P4o—tz]+t24；DA35．p41一p39--p4o； 

DA36．t25一 P41一 t23；DA37．t27一 “1。+ M12； 

DA38．t28一 t27+Ul1；DA39．tz9=tz7一 nil； 

DA40．P42一￡25一tz3；DA41．p44 ZO+z2； 

DA42．P53一zo+Z1． 

变量 ：io，z0，Pll，Pl2，P41，P42，P43， 44，Ps2，pa3，tl，tz，t3， 

tzo，tzl，tz3，tz4，tzs，tz8’tz9． 

第五轮 

DM 28．Pl3一tzPl2；DM29．p14一 ￡1t3； 

DM30．t22一 ozo；DM31．tz6一Ulotz5； 

DM32．t_{0一 p41tz8．DM 33．p一 ￡29p42． 

D 侣 4．p45一 p43p44． 

变量 ：P，Pll，Pl3，Pl4，P4a，Pa2，Pa3，tzo，tz]，t2z，tz3，tz4，tz6， 

t28't29't3o． 

DA43．P15一 P11+p13；DA44．r— p14+ Pla； 

DA45．t3l一2r；DA46．P46一 ‰ +p； 

DA47．P47一p46／z；DA48．p48一￡22+tz3； 

DA49．P49一 47+ 48；DAS0．Pao—tz]-~-t26； 

DA51．P51一P45+ o；DA52．SP2=psl--p49； 

DA53．P57一t21+ t22；DA54．Paa—p-- t3o； 

DA55．5 o—tZZ— tz6． 

变量：5 o，5 2，P52，P53， 55， 57， 6o，￡2o，￡24，￡28，￡29， 1． 

第六轮 

DM 35．P6o—t31 5 2． 

第七轮 

DI．t32一 ． 

变量 ：t 5 o，5 2，P52'P53'P 55_PaT，tzo，tz4，tz8，t29，t31． 

第八轮 

D 们̂ 6．t33一t31t32；DM37．Pa4一Pa2pa3． 

变量：t33't 5 o，5 2，P⋯P P ￡3I，tzo，tz4，tz8，tz9． 

DA56．P58=pa4+t24；DA57．Pa6=pss／z； 

DA58．pa9=ps6-~-Ps8；DA59．SP1=ps9--57． 

变量：5 o，5 1，5 2，t2o，t28，tz9，t t3z，t33． 

第九轮 

DM 38．P61—5 ；DM 39．5o— t335o；DM40．51 t3351； 
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变量：So，51，P61，t20，t28，t29，t31，t32，t33． 

DA60．P62一 s0+ sl；DA6l_P63一so—s1； 

DA62．“f3— 2sl；DA63．g4一 U12+ s1； 

DA64．t51=“r3--g4； 

变量：s0，s1，‰ ，P61，P62，P63，t20，t28，t29，t31，t32，t33，tI1． 

第十轮 

DM 41．叫=t32P6l；DM 42． —t3lt33； 

DM 43．t41一 t28P62 DM44．t42一 t29P63； 

DM45．t43一U12 S1；DM46．P70一sf；DM47．P94=t51“m 

变量：6ut．，勒，51，w， 3，P7o，P94，t2o，t41，t42，t43，ts1． 

DA65．Pn— t2o--o3i；DA66．p76一s1一 “12； 

DA67．P71—2so；DA68．Ut2一 p70+ p7l； 

DA69．P69一Ull+so；DA70．g3一 t43+ p69； 

DA71．P95一P94+ gs；DA72．P96：P95一 2； 

DA73．P66一t41-+-&2；DA74．P64=t41一t42； 

DA75．P65一P64／2；DA76．g1一P65一t43． 

变量： ，w，s0，g1，“ “ P66，P73，P76，P 96't 

第十一轮 

DM48．g0一Ul0 0；DM49．p72一 Ut3 0； 

DM 50．P74一 p 73；DM 51．P77一P76 2； 

DM 52，P78=6oiu1 2；DM53．P90一 t51“f2；DM 54．vt3一 叫p96． 

变量：oh，s0，w，go，gl， ，‰ ，vt3，P66，P72，p74，p77，p78， 

Pgo，t51． 

DA77．p79一p77+ 1；DA78．Pso— P78-I-P79； 

DA79． I=Pn+p74；DA80．P67：p66／2； 

DA81．P68一P67JI-Ulo；DA82．gz： P68一 g0； 

DA83．P9l—P9o+g2 DA84．p92一 P9l— Ut1． 

变量： ，g1， ，W，s0，“fl'Ut2，“∽Vt3，P8o，P92，t51． 

第十二轮 

DM55．P75一s5；D 6．P81一 p 8o；DM57．P86=t5l l； 

DM 58．P93一叫 92；DM59．P97一 ． 

变量：g0，gl，W，Utl， ， ，Vt3，P75，P8l，P86，P93，P97，t51． 

DA85．P82— 2p8l；DA86．“f0一 P75+ p82； 

DA87．P87=gl-- M10 DA88．P88= p86+ p87； 

DA89．P98一 “f3+ p97；DA90．“22： 一P98； 

DA9lI t61—2vf3；DA92．vt2= P93+ l2． 

E量：g0，w，“f0， r1， f2， f3，vt2，vt3，P88，t51，t61， 22． 

第十三轮 

DM 60．P89一叫p88；DM 61．P99一 “22“r3； 

DM 62．P1o0一t61vt2． 

变量：go，w， ，ut1，“ ，vt2， 3，P89．P99，Pl⋯ t t61， 

U22． 

DA93．Plol= U12+ p99；DA94．P ao2一p101+p100； 

DA95．U21一 一P ao2；DA96．vt1：P89+ 11． 

量：g0，w，uto， f1，“r2，“f3，vt1，vt2，vt3t5l，t6l，“2l，“22． 

第十四轮 

DM63．Pl06一￡61'Ut1；DM 64．Pl05=“21，“f3； 

DM 65．Pss： ts1 UtO；DM 66．plo3一 ；DM67．Pl04一“22“ 

变量 ：go，叫，ut1，'UtI，VtZ，Vt3，P83，P83，P 3，P104，Pl。5，P1 

U 21 ’U22． 

DA97．P a07=P103+ “f1；DA98．Pl08一 P108一P104+ plo7； 

DA99．P ao9一P J08+ Pl05； 

DA100．Pno=Plo9+p1o6；DA101．“20一J —p a10； 

DA102．P84一Psz+ ． 

变量：w，vt1，vt2，vt3，P84，“2。，“21．“22． 

第十五轮 

DM 68．PIl3一M20'Ut3；DM 69．P11 2：“21vt3； 

DM 70．pss一叫p84；DMT1．Pl11一“22vt3． 

量： 1，vt2，P85，P111，Pl1 2，P113，“20，“21，“22． 

DA103． 2一Vt2一P111；DA104． 1一vt1一Pu 2； 

DA105．vt0：p8s+vl0；DA106． 0一 vt0一 Pus． 

变量：“20，“21，“22， o， 1， 2． 
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询时间都比PHT的查询时间要短。这是由于在 DRT方法 

中，可以在非叶节点中存放key值，只需找到分配节点之后就 

可以执行并行查询，而在 PHT方法中，必须在二叉平衡树中 

顺序执行，找到所有的叶子节点，然后执行查询，因此，DRT 

的耗费的查询时间比 PHT要少，而且，由于在非叶节点上设 

置了存放 key数目的阈值，不会很大地增加存储空间。 

结论 在已有的DHT结构化P2P网络之上支持范围查 

询依然比较困难。本文提出一种基于分布式范围树的结构化 

P2P范围查询方法。该方法将多维索引的分布式范围树分发 

到已有的结构化DHT覆盖网络中，充分利用DHT系统提供 

的简单数据查找接口，可以有效地实现数据对象的范围查询。 
一 维数据集上不同的查询范围的实验结构表明，DRT方法所 

需的查询时间比PHT更少。更高维数据集对 DRT方法的 

性能影响是我们后续的研究中需要考虑的问题。 
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