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一 个基于着色和动态规划的3一维匹配问题算法 ) 

宁 丹 王建新 

(中南大学信息科学与工程学院 长沙 410083) 

摘 要 3一维匹配问题是六个经典的NP完全问题之一，在调度、分配、交通和网络流等问题方面有很强的应用。参 
数计算理论是近年来发展起来的研究和解决NP-难问题的新方法。针对3一维匹配问题，目前确定式参数算法的最好 
结果是 O (16强)。本文结合着色和动态规划技术，提出了一个算法运行时间为0 (3．42强)的确定式参数算法，大大 
提高了算法的运行效率。 
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Abstract 3-Dimensiona1 Matching iS one of the six classic NP—complete problems，which has extensive application in 

scheduling，assignment，transportation and network flow problem，etc．Parameterized computation theory iS a recently 

developed new method tO study and solve Np-hard problems．At the present，for the 3-Dimensiona1 Matching prob一 

1em，the best result of deterministic parameterized algorithm iS 0 (16 )．This paper combines color coding and dy— 

namic programming．and presents a deterministic parameterized algorithm of running time O (3．42zk)，which signifi— 

cantly improves the previous best determ inistic algorithm． 
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1 引言 

图的匹配问题(Matching Problem)在调度、分配、交通和 

网络流等方面有很强的应用。下面首先给出问题的定义 1̈]： 

定义 1(图的匹配问题) 给定一个图 G一( (G)，E 

(G))， (G)表示图G中点的集合，E(G)表示图G中边的集 

合。图G的一个匹配P(G)是 E(G)的一个子集，且P(G)中 

任何两条边都不存在公共点。如果匹配P(G)中的边可以覆 

盖图G的每一个点，则该匹配是完美匹配。 

3一维匹配问题(3一Dimensional Matching problem，简称 3一 

D Matching problem)是图的匹配问题中的一个很典型的问 

题，其定义可以描述为『2]： 

定义2(3一维匹配问题) 给定一个集合M x×y×Z， 

其中x，y，z是3个互不相交的大小为1"／的符号集合，我们 

要从中找出一个匹配M ， 是M 的一个子集，即 M，匹 

配 的大小为1"／并且匹配中没有任意两个三元组的符号在 

同一坐标是相同的。 

3一维匹配问题是一个经典的NP完全问题『3]。人们首先 

从近似算法角度研究该问题，文[43给出了该问题的一个多项 

式时间的近似比为3／2+￡(￡>O)的近似算法，文[53证明了该 

问题是APX完全问题。近年来由于参数复杂性理论的发展， 

人们开始从参数复杂性理论角度来研究这个问题『6]。针对实 

际工程需要，将问题与一个很小的参数联系起来，使得许多理 

论上难解的计算问题在实际中有可能得到有效解决。下面给 

出了3一维匹配参数问题的定义 6̈J。 

定义3(3一维匹配参数问题) 给定一个问题实例(s，忌)。 

x，y，Z是互不相交的具有相同符号个数的集合，S是 x， 

lr，z三个集合笛卡儿乘积后的一个子集，即 s x xyxz。 

s中有 个三元组，k是一个整数。我们要解决的问题是要 

么能找到 S的一个k大小的匹配M，匹配M 中包含k个三元 

组并且这k个三元组中没有两个符号在任意一个坐标上是相 

同的，要么报告说没有一个这样的匹配存在。 

文[6]中Garey和Johnson证明了 3一维匹配参数问题是 
一 个固定参数可解问题，他们在基于散列函数的着色上给出 

了一个运行时间为 O ((3忌)!(3k)。抖 )(对于一个参数 k的 

函数-厂(忌)，我们用 0 (-厂(忌))来表示界 O(f(k)1"／ ”))的算 

法。文]-73中Chen等用贪婪局部法将 3一维匹配问题的时间 

到O ((5．7k) )。文]-83中Fellows等首先表示了 3一维匹配 

问题有一个O(k。)核，同时提出了运行时间为0 (12．67 T 

(忌))的算法，丁(忌)是动态规划算法的运行时间，也就是用 13k 

种颜色来为一个三元组集合着色，要找出一个有 k个三元组 

的匹配，匹配中所有符号都要被着上不同的颜色(用 目前已知 

的技术知T(忌)至少是0 (10．4 )。文]-93中Kneis等基于分 

治法提出了 3一维匹配问题的一个运行时间是 O (16 )的确 

定式算法。 

本文主要研究了 3一维匹配参数问题的算法。我们通过 

对问题结构的进一步研究，将着色和动态规划结合起来并将 

其应用在3一维匹配问题上，从而得到了一个更好的算法，算 

法运行时间是 0 (3．42 )。 

本文后面部分的组织如下：第 2部分提出了两个关于 3一 

维匹配参数问题的着色及动态规划结合的算法 CCDP和 

CDM。第 3部分是算法时间复杂度分析。最后是结论。 

2 3一维匹配参数问题的算法 

由定义 3可知 S是 x、y和 Z三个互不相交的具有相同 

*)基金项 目：国家 自然科学基金重点项目：生物信息学中的相关组合理论和算法研究(60433020)。宁 丹 硕士研究生，主要研究领域为参数 

计算 ，计算机理论；王建新 博士，教授，博士生导师，主要研究领域为计算机算法、网络优化理论、生物信息学。 
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符号个数的集合的笛卡儿乘积后的一个子集，即s x×y× 

Z。S中的每个元组 t用t一(z，Y， )表示，其中 z∈X，yE 

Y， ∈Z。为了方便描述算法 ，本文将对应于 X、y和Z中的 

符号定义为来自第一列、第二列和第三列的符号。用Val(￡) 

表示整个集合{z，Y， }的符号，Val (￡)表示符号 z，即Val 

(￡)={z}； ￡。(￡)表示符号 Y，即Val。(￡)一{Y}；Val。(￡)表示 

符号 ，即Val。( )一{ }。用P、q表示下标集合{1，2，3}中的 

任意两个下标。 

在 3一维匹配参数问题算法的研究中，着色算法[10_和动态 

规划是解决该问题的主要技术。着色算法可以用来解决从元 

素全集中选子集的问题。着色算法是给定一个有n个元素的 

全集u和有k种颜色的全集C，对全集u中的每个元素进行 

着色，每个元素对应一种颜色，颜色全集中每种颜色至少被使 

用过一次。在利用了文[11]提出的着色算法的基础上，本文 

深入分析了 3一维匹配问题本身的特点，提出了一种新 的动态 

规划算法，获得了一个算法运行时间为0 (3．42 )的确定式 

参数算法。 

下面给出一个我们关于3一维匹配参数问题算法的观察： 

如果 S存在一个包含 i+1个三元组的匹配M + ，那么 S 

中一定有一个包含 i个三元组的匹配M ，使得 M 的每个三 

元组中至少包含 M⋯ 中的 2个符号，也就是说 M 中至少有 

2 个符号在M 中。 

基于以上观察，本文首先研究了如何从一个已知的包含 

i个三元组 的匹配 Mi求一个包 含 i+1个三元组 的匹配 

M+ ，使得M 中至少有 2 个符号在M 中。为了解决这个 

问题，本文提出了一个基于着色和动态规划 的 CCDP算法。 

CCDP算法先用穷举法构造了一个有3 个元素的w集合，w 

中的每个元素U 是M 中i个不在M⋯ 中的符号，既然知道 

M 中i个不在 M 中的符号，也 就确定 M 中哪 2 个 在 

M 中的符号。因为三元组中的符号在 3列之间是不重复 

的，如果将相同的符号排在一块，这些有相同的符号的三元组 

的匹配中只能出现一个。所以 CCDP算法将其中包含符号个 

数最少的一列按其符号进行排序，排序后相同的符号放在一 

块。CCDP算法找出M 在M 的2 个符号中在哪两列符号 

个数至少 4i／3]个，这样保证 2 个符号在另一列出现的 

符号个数是最小的，也就使得在着色时 CCDP算法会利用较 

多的颜色来找出不相同的符号，所以CCDP算法的动态规划 

时只要考虑这两列中不相同的符号对。由分析可知总存在一 

个下标对(户、q)使得 M 的 2 个符号在 P、q两列的符号个数 

至少N-4i／3]，而 4i／3]个符号也在 M +1的 P、q两列 中。 

由于 M+1在 P、q两列上的符号个数为 2(i+1)一2i+2，因此 

M+ 中的 P、q两列最多有r 2i／3+2]个符号是不在 M 的P、 

q两列上，即 2i／3+2]个符号是在 M+1的 P、q两列而不 

在M 的P、q两列 。集合 w 中的每个元素 U 都能确定两个 

下标P、q，对于每个(户、q)CCDP算法用一 2 ／3+2]种颜 

色的着色方案 厂(厂包含了颜色种数是r 2i／3+2]的多种着 

色方法。)对(Val (S)UValq(S))一(Val (舰 )UVal (M )) 

的所有符号着色，从而找出在 M+ 中而不在 M 中的Mi+ 中 

白勺f 2i／3+2]个符号，也就是在一个有(2n一2i)个元素(每个 

元素是一个符号)的全集 u中，用一个 2i／3+2]种颜色的 

全集g为u中的每个元素进行着色，每个元素使用的颜色都 

不相同，从而找出r 2i／3+2]个符号并且这些符号恰好用上 

了g的所有颜色。另一方面由于 CCDP算法能在 P、q两列上 

确定M N-4i／37个符号，假设置 4i／3]个符号也对J匠 4i／3 

]种颜色，当然这些颜色是不同于全集 g的r 2 ／3+2]种颜 

色，所以把所有的颜色加起来，总共需要r 4i／3]+r 2 ／3+2] 

≤2H一4种颜色。 

在着色方案_厂的每一种着色方法下，CCDP算法都要在 

至多 2H一4个颜色中选出所有可能的不同颜色的符号对应的 

符号对构成的集合，使得最终找出一个能构造出一个忌+1大 

小的匹配 M+ 的( +1)个符号对。对于每一个(户、q)，只要 

CCDP算法能找到一个 k+1大小的匹配 M+ ，就返回M + 

算法结束。我们令集合 ， 的每个元素C对应为三元 

组在 P、q两列上不同颜色的符号构成的符号对的一个集合， 

当三元组在 r列上的符号改变时，集合 ， 的元素包含 

的符号对的个数会相应增加。CCDP算法如图1所示。 

算法 CCDP(S，Mi，，) 

输入：一个三元组的集合S，一个整数i，一个I 2 ，3+2 1种颜 
色的着色方案．̂ 

输出： 如果找到S的一个匹配朋ri+l，则输出朋 l。否则输出 “S 

不存在一个f+1大小的匹配”。 

1．用穷举法找出一个有 3 个元素的集合 w ，满足 w的每个元 

素是一个有i个符号的集合 【0。对于每个 【0，M 的每个三元组 

中都只有一个符号在集合 中； 

2．forW中的每个 dof 

遍历 M 的所有三元组找出不属于集合 的符号的个数 

至少为I 4／／3 I的两列，将这两列的下标值赋给(P、q)。 
f0r着色方案，对WaF(S)u ( )-Waf(~)u ( )) 

的所有符号的每种着色 do f 

令r={1，2，3}一{P、q} ，，，列是三列中除去P、 

q两列所剩下的那一列； 

设在 ，( 中的所有符号为 l，X2～一 

初始化为Q ：(妒J，Q ：(妒J，C=(妒J； 

forj=1tomdo( 

r 中每个元素Cdo 

for S中的每个三元组 t，并且 』 ( =毋 

dO 

if在 C中符号的颜色与 ，( u 

。(t)中任一个符号的颜色不相同则将 

C并到集合f( ，( ， ( ))中，令 C 

=Cu f( ，( ， ，( ))。如果 C 

中没有超过 个符号对并且 元素中 

的符号使用的颜色与 C 中的符号使用 

的颜色不相同则将 C 加到 集合中： 

=  ； 

} 

如果 QD 存在一个包含 i+1个符号对的元素，用 c l 

表示这i+1个符号对，利用 c l构造一个二分图B“l， 

求该鼠 1的一个 i+1条边的图的匹配。如果能找到该匹 

配，也就存在 S的一个匹配朋 l，则返回朋rl+l算法结 

束 。 

} 

} 

3．如果没找到一个M 则输出“S不存在一个 i+1大小的匹配”， 

算法结束。 

图 1 CCDP算法 

用 G+ 表示为 中的i+1个符号对的集合。最后构 

造一个二分图 B =(VLUVR，E)，VL包含 i+1个点 ，对应 

G+ 中的 +1个符号对 ， 中的点是 Val (S)中的所有符 

号。如果在 S中有一个三元组(z，Y， )则 VL中的一个点( ， 
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)和 中的一个点 之间存在一条边。求该二分图的一个 

+1条边的图的匹配，从而找出 S的一个匹配M汁 。 

CCDP算法能 由 S的一个 已知的匹配 Mi来找出一个 

Mi+1，在所有s中的三元组中每次选择其中一个三元组t，把 

t看成是一个只有一个元组的匹配 M ，然后在 Ml上递归调 

用CCDP算法，由M 不断扩充直到找到s的一个( +1)大 

小的匹配 Mk，算法结束。否则报告说没有找到一个这样的匹 

配，算法结束。具体算法 CDM如图2所示。 

图2 CDM算法 

3 算法时间复杂度分析 

假设算法 CCDP的时间复杂度是 Tp( )，则 CDM算法 

的时间复杂度为 ·k·Tp(k)， ·k是算法时间复杂度的多 

项式时间部分，与 Tp(k)这部分指数时间比较时可以忽略，所 

以下面我们重点分析算法 CCDP的时间复杂度。 

集合w的大小为3 ，所以CCDP算法最外层的循环为3 

次。对于每个 、q，M 中P、q两列的符号个数至少 4i／3 1 

个，而 4i／3]个符号也在 M+ 的 P、q两列中。由于 M+ 

在 P、q两列上的符号个数为 2(i+1)一2i+2，因此 M+1中的 

P、q两列最多 2i／3+2]个符号是不在 M 的P、q两列上。 

令，是一／卜厂2i／3+2]种颜色的着色方案，CCDP算法用 ， 

对(Valp(S)U z (S))一(Valp(M )UValq( ))的符号进 

行着色，利用文[11]的着色结果 CCDP算法的第二个 f0r循 

环语句循环的次数为该方案着色的数目，也就是着色方案的 

规模为0 (6．1w什。)一O (6．1 )，并在时间0 (6．1 。)内 

完成。算法第 2步中的3个 f0r循环是要找出一个( +1)个 

符号对的集合，由这( +1)个符号对可以构造一个M+ 。由 

于已经确定M 的r 4i／3]个符号，假设这r 4i／3]个符号也对 

应 4i／3]种颜色，当然这些颜色是不同于全集 g的r 2i／3 

+2]种颜色，因此把所有的颜色加起来，总共需要 4i／3 I+I 

2i／3+2]≤2 +4种颜色。在着色方案-厂的每一次r 2i／3+2 

]种颜色的着色方法下，CCDP算法都要在至多 2 +4个颜色 

中选出所有可能的不同颜色的符号对应的符号对构成的集 

合，使得最终找出一个能构造出一个M+ 的( +1)个符号 

对。Q 集合的每个元素C对应为三元组在P、g两列上不同 

颜色的符号构成的符号对的一个集合，因为算法最后返回的 

是一个M+ ，所以CCDP算法需要的是一个有( +1)个符号 

对的元素，当三元组在r列上的符号改变时， 集合的元素 
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C包含的符号对的个数会相应增加 ，所以 Q“最多包含∑ j 

( i2+ 4Jx个元素。如果 中恰好有一个包含( +1)个符号 
对的元素，用这(i+1)个符号对 CCDP算法可以找到S的一 

个匹配M 。因此每次执行算法第2步中的3个for执行循 

环需要时间。 (∑ (2 4)) 0 (2 )。CCDP算法用 
这(i+1)个符号对来构造一个二分图，并利用二分图的匹配 

从而找出 s的一个 +1大小的匹配，二分图的匹配可以在多 

项式时间内完成。算法 CCDP(S，M ，，)的时间复杂度是 

Tp(k)一3 ·O (6．1Zi／。)·0 (2 )一0 (3．42 )，这是由一 

个已知的M 生成一个Mi+ 所需的时间。算法 CDM实现的 

是对于一个实例(S， )找到 S的一个 k大小的匹配Mk。由 

算法CDM递归调用算法 CCDP，第一次调用算法 CCDP由 

M 找到一个Mz，再调用一次算法 CCDP由 Mz找到一个 

M3，以次类推最后由 一 找到一个 ，故整个过程需要 的 

时间是 0 (3．42。)+O (3．42 )+⋯+0 (3．42 ”)一O 

(3．42强)。由以上分析可知本文提出的3一维匹配参数问题算 

法 CDM 的时间复杂度是 0 (3．42强)。 

结论 本文在利用文[11]提出的着色算法的基础上，深 

入分析了3一维匹配问题本身的特点，提出了一种新的动态规 

划算法，获得了一个算法运行时间为 D (3．42强)的确定式参 

数算法。很明显我们的结果比Kneis等的结果快很多，即使 

在 一4的时候，我们的算法也将比Kneis等的算法提高了上 

亿倍以上。由此看出，算法的时间主要集中在着色和动态规 

划两部分的时间，如果所需颜色种数越少，则着色部分的时间 

也越少。同样，如果不同颜色集合个数越少，则动态规划部分 

的时间也越少。所以我们将未来的研究工作重点放在着色和 

动态规划上的改进，同时也要努力发现新的技术来解决 3一维 

匹配参数问题。 
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