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论二维点集或线段集凸壳生成算法改进与优化的同构化方向 ) 

周启海 

(西南财经大学经济信息工程学院 成都 610074) 

摘 要 本文指出了迄今为止的现行二维点集或线段集(包括 ：多边形、封闭折线、半封闭折线、开放线段集等)凸壳生 

成算法的共同弱点；提出了可改进与优化凸壳算法的同构化凸壳构造基本定理。进而，基于同构化凸壳构造基本定 

理，阐明了有限二维点集或线段集凸壳生成算法改进与优化的同构化方向，应当是：第一，使凸壳极点(或称顶点)分布 

域极小化，即让包含凸壳极点的判定区域尽可能小；使极点判定对象直接化，即让所判定对象尽可能接近 当前所寻极 

点。第二，尽力对有可改造潜力的优秀串行凸壳算法施以并行化改造和创新。 

关键词 凸壳算法，同构化凸壳构造基本定理，分布域极小化，判定对象直接化 

On an Isomorphic Direction of Improving and Optimizing an Algorithm for Determining 

the Convex Hull of 2D Point Set or Line Segment Set 

ZHOU Qi—Hai 

(School of Economic Information Engineering，Southwestern University of Finance and Economics，Chengdu 610074) 

Abstract In this paper，the common weakness of the current algorithms for seeking the convex hull of a finite 2D 

points set or Line Segment Set(include：polygons，closure broken lines，semi—closure broken lines，opening line seg— 

ments，etc．)iS pointed out up to day；the isomorphic fundamental theorem of the convex hull iS raised，with which an 

algorithm  for determining the convex hull would be improved and optimized．Further，based on the isomorphic funda— 

mental theorem of the convex hull，an isomorphic direction of improving and optimizing an algorithm for determ ining 

the convex hull of a finite 2D points set or line segm ents set is clarified，which should be：1)．a minimum distributed 

domain of the poles of the convex hull，i．e．，make that the domain including all poles of the convex hull iS as small as 

possible；a immediate objects-judged for all poles of the convex hull，i．e．，make all objects-judged are as near by the 
current poles of the convex hull to be determ ined as possible．2)try on6s best to improve the excellent sequential algo— 

rithms，which would he reform ed，for finding the convex hullinto their parallel algorithms，or create other new parallel 

algorithm s． 

Keyworfls Convex hull algorithm，Isomorphic fundamental theorem of the convex hull，Minimum distributed domain， 

Immediate objects-judged 

1 引言 

二维凸壳即“可覆盖二维有限点集或线段集(包括：多边 

形、封闭折线、半封闭折线、开放线段集)的最小外接凸多边 

形”(以下简称凸壳)，有重大理论研究和实际应用价值。例 

如：计算机图形学中，可用一组点的凸壳，显示出其点簇 

(cluster of points)；图像处理中，可用寻求图像凸壳，找到数 

字图像中的关键凸面；指纹识别中，可据指纹边缘轮廓点集凸 

壳，获得高质量的指纹；模式识别中，可借模式凸壳，描述模式 

外形的重要特征；空天地面视物辨识中，可用凸壳快速识别地 

面场景区域；古繁体文字分解中，可以构造字形凸包，形成对 

文字的最优划分；物体分类中，可凭各物体凸壳相似度，勾画 

出这些物体所属类别；等等。显然，研究、改进和提高凸壳生 

成算法及其效率有重要意义[1~43。为此，本文研究并指出了 

进一步提高二维有限点集或线段集的凸壳生成算法效率的改 

进与优化方向。 

2 二维凸壳问题与凸壳算法简介 

自然 ，二维有限线段集，可看成只是二维有限点集的特例 

(即：二维点集中的若干“点对”，恰好又分别构成各 自线段)， 

故二维有限点集或线段集的凸壳问题研究可归结为研究二维 

有限点集凸壳问题。 

定义 1 设多边形 Q的顶点是给定平面内的点Q ( ， 

y1)，Q(x2，yz)，⋯，Ql( ，y )。如果任意线段QQ，( ≠ ，1 

≤ ≤72，1≤ ≤72，3≤72<+oo)总不在多边形 Q外 ，则称 Q为 

凸多边形。 

定义 2 设二维点集 S一{Pi(矗，Y )I 1<i≤m，34m< 

+0<3}由给定平面内的点构成。如果凸多边形Q顶点Q ∈s， 

且 Q是可覆盖 S中各点的最小凸多边形；则称凸多边形 Q为 

二维点集 S的凸壳。 

不言而喻，如果凸多边形 Q为二维点集s的凸壳，则必 

定 3≤72≤m<+CXD。 

定义3 如何寻求给定二维有限点集 s一{Pi(五，y )I 1 

≤ ≤m，34 <+C<D}的二维凸壳，称为二维凸壳问题。 

通俗地讲，二维凸壳问题的几何原型，可简单而形象地说 

明如图 1所示 。 

设 l<i≤m，34m<+oo，对木板上的有限点集 S中各 

点P (五，y )处，分别各钉一个图钉，再用一条橡皮带从该点 

*)基金项目：西南财经大学科研基金项目(No．06K75)。周启海 教授，博(硕)士生导师，主要研究方向：计算几何，算法研究与实现，财经计 

算 ，同构化信息处理等。 
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集外沿去围绕这些图钉。显然有：首先，被缠紧的橡皮带圈必 带圈(即：所得凸多边形 Q)所围成的区域之外。 

定构成一个凸多边形Q；其次，所有图钉总不会出现在该橡皮 

S 

● 

● ● ● ● 

● 

● ● 

Q 

)̂木板上各点处各钉一个图钉：二维点集S B)外围缠绕各图钉所得橡皮带圈：二维凸壳Q 

图1 二维凸壳问题几何原型的形象说明示意图 

定义4 凡能构造性生成给定二维有限点集 s一{Pi(xi， 

yi)I 1≤ ≤m，3≤m<+Cx3)的二维凸壳的算法，统称二维凸 

壳生成算法。 

长期来，二维凸壳问题及凸壳生成算法(简称凸壳算法) 

颇受学者和业界关注，并已提出和应用了诸如卷包裹凸壳算 

法、格雷厄姆凸壳算法、折半分治凸壳算法，等等 叫 。限于 

篇幅，本文在此仅以较具代表性的卷包裹凸壳算法与格雷厄 

姆凸壳算法为例，阐明凸壳生成算法的改进与优化方向。 

3 卷包裹凸壳算法评述 

1970年，D．Chand和 S．Kapur在 “An algorithm for 

convex polytopes”[。]一文中，提出了卷包裹凸壳算法。 

3．1 卷包裹凸壳算法思想简介 

卷包裹凸壳算法，实际上就是图1橡皮带外绕法的具体 

计算机模拟实现。其算法思想可概括为： 

第0步：取二维有限点集s的点P1(z ，y1)，使 yl—min 

{ I 1≤ ≤m，3≤m<+Cx3)；显然，点 P1就是凸壳 Q的初始 

顶点Q (即第 1个顶点)；过点Q1画一水平直线L。 

第 1步 ：使 L绕 Q 按逆时针方 向旋转若干个转角 △，可 

碰到s中的第 2个点Pz；而点Pz就是凸壳 Q的第2个顶点 

Q，且线段Q1Q 就是凸壳Q的第 1个边。 

第 i步：使 L改绕顶点 Q 按逆时针方向旋转若干个转角 

△，可碰到S中的第i+1个点 P一 ；而点 P 就是凸壳 Q的 

第i+1个顶点Q+ ，且线段Q Q一就是凸壳Q的第i个边。 

其中，2≤ ≤n一1，3≤n≤m<+Cx3。 

第 n一1步：使L改绕顶点Q 按逆时针方向旋转若干 

个转角△，可碰到s中的第n个点P ；而点P 就是凸壳Q的 

第n个顶点Q ，且线段Ql一 Q 就是凸壳Q的第n一1个边。 

第 n步：使 L改绕顶点 Q 按逆时针方向旋转若干个转 

角△而转回顶点Q ，且线段Q．~Q1就是凸壳 Q的第n个边。 

最后，由封闭折线 Q1Q ，Q ， Q4，⋯，Ql—I Ql，QlQ1 

构成的凸多边形，必定是所求二维有限点集 s的凸壳Q。 

3．2 卷包裹凸壳算法主要弱点 

应当指出：卷包裹凸壳算法，显然仅可无误差地确定其初 

始顶点Q1，而对其它顶点Q( >1)的确定都可能存在误差， 

即：其凸壳精度、算法效率，都取决于：它每次逆时针方向旋转 

时的固定转角△必须足够小；否则，往往会出现误差(详见下 

其缺点分析)。所以，它只是近似算法，并有下列两个主要弱 

点。 

第一、卷包裹凸壳算法的转角 △，是制约该算法成效好 

坏、甚至成败的关键：若转角 △设定过小 ，则有可能连续旋转 

多个转角△，也碰不到一个欲寻找的凸壳顶点，故此时其转角 

扫描处理可谓“无用功较多，白耗时不少”；从而，使其凸壳精 

度较高但算法效率偏低。反之，该转角 △若设定过大，则有 

可能才仅仅旋转了一个转角 △，就使一个甚至多个原本该找 

出的凸壳顶点被其 “一转而过”——已被错误地漏掉，从而使 

得所找出的凸壳容易出现较大误差；故此时，其凸壳算法效率 

较高而精度偏低。 

第二、它只能进行串行计算，而不利并行化。这是因为： 

(1)显然，只有凸壳的初始顶点 Q1，才可以通过寻找二维有限 

点集的其y轴座标值最小点而唯一确定；故仅有此第一个顶 

点Q1，才可保证自身全无误差。(2)当 ≥1时，卷包裹凸壳 

算法每次所生成凸壳的下一顶点Q+ ，都要完全依赖于其前 

一 顶点——当前顶点 Q。换言之，对当前刚找出的最新顶点 

Q来说，卷包裹凸壳算法最多只能找出Q 的下一顶点Qi+l， 

而全然无法只用凸壳当前顶点 Q，就能找出该顶点 Q 后的 

其它各顶点Q卅 ，这里 忌>1。因此，这种直接前趋顶点依赖 

性充分说明：基于卷包裹凸壳算法，是不可能被改造为“能并 

发地对凸壳同时展开寻找其不同顶点的并行处理”。 

4 格雷厄姆凸壳算法评述 

1972年，tL Graham在“An Afficient Algorithm for De— 

termining the Convex Hull of a Finite Planar set’’ 。 一文中， 

提出了格雷厄姆凸壳算法。 
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图2 格雷厄姆算法关键(即格雷厄姆三角形)示意图 

4．1 格雷厄姆凸壳算法思想简介 

格雷厄姆凸壳算法(或称格雷厄姆搜索)，是人们迄今仍 

使用较多的凸壳算法。其算法思想可概括为： 

第0步：任取二维有限点集 s的内点Po作为坐标原点 

0，如图 2所示。 

第 1步：首先，求点集 s中各点P 相对于OX方向的转 

角／P OX(即：旋转 X轴到点P 时，与 OX方向所成夹角，这 
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里o4LP OX≤27)；然后，按其转角 P OX，升序排列点集 

s中其余各点，并仍记之为P ，14i4m，3≤m<+。。。其中： 

P OX为最小转角，并取该点 P 作为凸壳 Q的初始顶点 

Q1。 

第 i步：删除格雷厄姆三角形△Q0Q一 的所有内点并记 

之为点P 。即：如图 2所示，如果某内点P 不是凸壳顶点， 

则它必为位于原点0与它所在最邻近的两个凸壳顶点Q 、 

Q+ 所构成格雷厄姆三角形 QOQ 的内点，故删除这些内 

点 P 。其中，14 < 一14m~+co。 

第 一1步：删除格雷厄姆三角形 Q一 的所有内点 

P 一1。 

第 步：删除格雷厄姆三角形 Q0Q 的所有内点 P 。 

最后，由所得顶点序列 Q1，02， ，⋯，Q一 ， ，Q1顺次 

连接其相邻两顶点而得到的凸多边形 Q，必定是所求二维有 

限点集s的凸壳。 

4．2 格雷厄姆凸壳算法主要弱点 

显然，格雷厄姆凸壳算法也是近似算法，并且存在如下三 

个主要弱点。 

第一、凸壳的初始顶点 Q1与其转角 P OX并无必然直 

接联系，故确定其初始顶点Q1的“把P 直接作为Q1”的处理 

方式，可能潜伏误判的误差甚至隐患。其所以如此的基本原 

因是：首先，其坐标原点 0是任取自二维有限点集s的内点 

P。，故即使第一个内点P 的转角 P OX为所有内点转角集 

合{ P OX l 14 ≤m，34m<+。。}的最小者，也无法保证 

“二维有限点集 s的第一个内点P ，就一定是其凸壳 Q的第 

一 个顶点Q ”。例如：图 2中，显然有 O< P1OXen~2，O< 

P 0x< XOQ(2~，但此时(即位于圆点状虚线处的)点 

P 仅为凸壳的内点，而绝不能错误地认为“该点P 就是凸壳 

的第一个顶点，尽管点 P 的转角最小”，因为此时“只有图中 

最下面的其转角最大的(即位于方块状虚线处的)点 Ql，才真 

正是所求二维有限点集s的凸壳顶点”。 

顺便指出：格雷厄姆凸壳算法可能产生近似性的唯一缺 

点——初始顶点近似性，可用卷包裹凸壳算法的初始顶点Q1 

决定法来改进和消除，即“不再以二维有限点集的转角最小点 

P 为其凸壳的初始顶点，而改为以二维有限点集的其y轴座 

标值最小点Q1作其凸壳的初始顶点”。 

第二、格雷厄姆三角形内点判定的理论基础较差与处理 

效率较低，是限制该算法效率提高的瓶颈。一方面，格雷厄姆 

对内点P 的判定基础，必须以格雷厄姆三角形△QOQ 存 

在为前提；而格雷厄姆三角形△QOQ 的确定，又只能基于 

当前顶点Q，才能顺次求得其下一顶点 Q+ ，且 Q+ 的确定 

实际上只能在“能断定 Q+ 不是△QOQ⋯ 的内点 P ”之时。 

这就不能不使格雷厄姆凸壳算法存在天生缺陷。另一方面， 

由于对每一个格雷厄姆三角形△Q0Q一都要进行内点判 

定，而格雷厄姆三角形AC~OQ 中的可能内点又往往为数 

众多，且每一内点P 的判定处理的效率通常难以提高，故必 

然使格雷厄姆凸壳算法的整体处理效率较低。 

第三，格雷厄姆凸壳算法，只适于串行计算，而不利并行 

化。由于构造格雷厄姆三角形△QOQ一必须以当前顶点 Q 

为基础，这就使格雷厄姆凸壳算法也存在类似卷包裹凸壳算 

法的“直接前趋顶点依赖性”缺点，故它同样不适宜改造为并 

行化处理。 
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5 凸壳传统算法研究反思与同构化凸壳构造基本 

定理 

2O世纪提出的凸壳问题，其算法研究始于2O世纪 7O年 

代、盛于8O年代、极于9O年代；然而，进入 21世纪以来，传统 

的凸壳算法研究出现了停滞不前的尴尬窘况。要改变这种窘 

况，人们必须率先正视下列凸壳自身客观存在的明显而简单 

的基本特性现象： 

_．必存在“凸壳各边与其壳内点无关性”(可称顶点对内 

点的“凸壳内点无关性”)的特性现象。即“凸壳 Q的任一条 

边(简称凸边，即QQ ，其中：l — l一1或 一1，14 ≤ ， 

1≤ ≤ ，34 <+。。)，仅唯一地取决于它自身的两个端点 

(即凸壳顶点 Q、Q)，而完全与凸壳 Q内部的任一内点P 

(其中：PI≠Q ，14j≤ 14k≤ ≤m<+。。，34 )全然无 

关”。 

．．．总存在“凸壳顶点与其它顶点无关性”(可称顶点对顶 

点的“凸壳顶点无关性”)的特性现象。即“凸壳 Q的任一顶 

点Q (其中：14k≤ <+。。，34 )，仅唯一地取决于它自身， 

而完全与除它以外的任何顶点 Q(其中： ≠k，14 ≤ ≤m< 

+。。，34 )全然无关”。 

但事实上，深入分析与认真反思凸壳传统算法研究的优 

点、弱点及其原因，发现现行凸壳算法研究现状实在令人疑惑 

与颇感遗憾：迄今为止，现行二维点集或线段集凸壳算法(无 

论卷包裹算法、凸壳论格雷厄姆凸壳算法，还是其它现行凸壳 

算法)及其研究，都一直尚未能深刻认识、充分研究、高效利用 

“凸壳内点无关性”与“凸壳顶点无关性”这两大重要而基本特 

性。 

依据凸壳的“内点无关性”与“顶点无关性”同构化现象， 

作者于2005年率先总结和提出了如下基本而重要的同构化 

凸壳构造基本定理 ： 

同构化凸壳构造基本定理 记二维点集 S一{P (z ，yi) 

l 14 ≤ 34m< +。。}，凸多边形 Q的顶点集为 R一{Q 

(z ，yi)l 14i4,~4m<+。。，34n，34m}。如果凸多边形Q 

是二维点集s的凸壳，则有： 

i．(顶点对内点的)凸壳内点无关性定理：凸壳 Q的所 

有顶点Q (五，y1)必不在 s与R的余集中，即Q(z ，M)硭S 
—

R，14 ≤ ≤m<+∞，3≤ ，34m。 

II．(顶点对顶点的)凸壳顶点独立性定理：凸壳 Q的任 
一 顶点Q (xk，yk)必不在 R与{Q }的余集中，即 Q (xk，yk) 

硭R一{Q }，14k≤ ≤ <+。。，3≤ ，34m。 

证明： 

i．假设凸壳Q的某个顶点Q( ，yk)∈s—R，1≤忌≤ ；则必 

有顶点Q( ，yk)硭R(这表明：该顶点Q( ， )应为凸壳Q的 

内点)。但R为凸壳Q的顶点集，故由已知条件可知，应有顶点 

Q( ，挑)∈R。这两者显然矛盾，故命题i成立。(这表明：凸壳 

Q的任何内点，必定不是凸壳Q的顶| )。 

．．．设Q 为凸壳Q的任一顶点，则 Q 两侧至少有两个 

紧邻顶点Q 与Q+1(其中：k∈R；若k一1—0，则取 忌一1为 

；若忌+1一 +1，则取忌+1为1)。显然，Q一 、Q、Q+ 三点 

构成一个紧邻顶点三角形 Q一 QQ川 ，而顶点 Q 的位置是 

确定不变的，且只与自身坐标位置有关，而与其两个紧邻顶点 

Q、Q+ 的坐标位置无关。以此类推，可知：顶点 Q 的位置 

只与自身坐标位置有关，而与其两侧的所有相邻顶点 Q 与 
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上角是一个小地图，便于用户定位 自己的当前位置及纵览整 

个博物馆。 

图 7 虚拟漫游界面 

结论和进一步工作 本文概述了虚拟博物馆系统的设计 

和实现的基本过程和关键技术。系统采用 Visual C” 6．0编 

程实现，并使用多种设计模式，大大降低了模块间的耦合程 

度，增强了稳定性和鲁棒性，具有良好的自适应能力。其中， 
一 些关键技术如场景描述语言XVM，为解决数字博物馆的 

虚拟展示问题提供了一条新的思路。目前，已完成的南京大 

学地球科学博物馆系统已经投入使用，获得了良好的效果。 

下一步需要研究的课题包括：当场景中的 3D模型较多 

时，如何根据视点的位置和方向以及网络负载等因素合理安 

排模型下载次序，并在XVM文档结构中提供相应的支持；以 

及需要在XVM中增加对物体行为的描述，加强虚拟博物馆 

地交互能力。 
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QJ(其中： ≠k， ≠k， ≠ ，k∈R，i∈R， ∈R)的坐标位置无 

关，故凸壳Q的任一顶点Q 独立于其它顶点。 

因此，该基本定理成立。 

结论 基于同构化凸壳构造基本定理，作者认为凸壳生成 

算法改进与优化的同构化方向应当是：第一、根据凸壳内点无关 

性定理，应一方面使凸壳极点(实为顶点)分布域极小化，即让包 

含凸壳极点的判定区域尽可能小，以大大减少凸壳极点判定时的 

无效处理量；另一方面使极点判定对象直接化，即让所判定对象 

尽可能接近当前所寻极点，以大幅提高凸壳极点判定对象的直接 

针对性。第二、根据凸壳顶点独立性定理，一方面可从不同初始 

对象出发，来改进和优化串行凸壳新算法；另一方面，可对不同视 

角对象处理，来改造和创造并行凸壳新算法。 

因此，在生成凸壳过程中，应尽力缩小极点的可能分布 

域——在尽可能小的分布域内，尽可能快地直接找出并只找 

出其各个极点(即凸壳各条边的各端点)的凸壳算法；进而，再 

对有潜力的优秀串行凸壳新算法施行并行化改造与创新。无 

疑，这必定是今后“突破目前凸壳算法研究停滞不前窘况，进 

一 步提高凸壳算法(包括串行、并行)效率”的主要捷径。 

实际上，作者利用同构化凸壳构造基本定理和本文结论， 

于2005年已研究出诸如“基于最大基线倾角智能逼近的凸壳 

新算法”等凸壳新算法。 
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我们还进一步结合细节点提取和匹配的结果来评估增强算法 

的性能。实验结果表明：所提出的算法能有效减少细节点提 

取的错误和提高指纹识别的准确性。 
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