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基于几何参数的模糊拉格朗日插值推理 ) 

王宝文 张 华 刘文远 石 岩 

(燕山大学信息科学与工程学院 秦皇岛066004) (九州东海大学工程学院信息系统系 日本) 

摘 要 在稀疏规则库条件下，当给定的输入落入规则“间隙”时，采用传统的模糊推理方法是得不到任何结论的。模 

糊推理本质上就是插值器。Koczy和 Hirota首先提出了KH线性插值推理方法，然而推理结果存在着无法保证凸性 

和正规性等问题。为了能有一个较好的插值推理结果，本文提出了一种基于几何参数的模糊拉格朗日插值推理方法， 

该方法不仅推理简单，推理结果较好，并且能很好地保证推理结果的凸性和正规性。这为智能系统中的模糊推理提供 

了一个 非常有 用的工具。 
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Abstract W hen rule base iS sparse．we cannot get any reasoning result by traditiona1 fuzzy reasoning method for an ob— 

servation is in the gap between two neighboring antecedents．Fuzzy reasoning is really equa1 to a interpolation．Hence 

Koczy and Hirota first proposed KH 1inear interpolative reasoning method．But its consequence does not always keep 

convexity and normality．So a fuzzy lagrange’S interpolative method based geometric parameter is presented．Reasoning 

is simple by the method；moreover it can keep the convexity of the reasoning consequence． 
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1 引言 

目前 ，模糊推理系统的理论及实现方法的研究已成为信 

息科学研究的重要内容之一。在模糊推理系统中，传统的模 

糊推理方法所针对的对象都是稠密型模糊规则库_1]，即规则 

的前件必须完全覆盖输入论域。然而，当模糊规则库呈稀疏 

状态，即规则库不能完全覆盖输入论域时，规则前件的隶属函 

数之间就会出现“空隙”，采用传统的模糊推理方法便会因为 

缺少推理依据而无法得到推理结论。有学者已经证明采用插 

值法也可得到推理结果，即模糊推理本质上就是插值器_2]。 

在稀疏规则库条件下，最早的插值推理方法是 由 Koczy和 

Hirota提出的KH线性插值推理方法_3 ]。但随后又有很多 

学者发现采用该方法不能保证最后推理结果的隶属函数是一 

个正规凸集。因此，在过去的几年里，许多学者提出了一些 

KH方法使用的限制条件和一些其他的方法，但从实际应用 

角度看，限制条件过于严格，而其他的一些方法都比较复杂， 

实用性不强 ．6_。 

为了寻找在稀疏规则条件下比较实用的推理方法 ，本文 

提出了一种基于几何参数的模糊拉格朗日插值推理方法，该 

推理方法所得到的插值推理结论一定是正规凸模糊集，而且 

算法简单，推理效果较好。 ． 

为了讨论的方便，先定义如下几个概念。 

定义 1 假定A ，Az是论域上的模糊集，若A nAz— 

F。则称 A ，A2是不相连的。 

定义 2 假定 A一{A 一B l O(i≤ )为规则库(A 为模 

糊规则前件)，假定 A <A2<⋯<A <A <⋯<A ，若存 

在 O< < ，A ，A⋯是不相连的，则称规则库 A是稀疏的。 

2 KH插值推理方法分析 

Koczy和Hirota提出的线性插值推理(简称为 KH线性 

插值推理)的基本原理是：该方法利用传统的近似技术，线性 

插值原理，利用欧几里得距离来刻画模糊集合的近似程度，通 

过计算模糊推理结论的a一上截集和 a一下截集，最后再利用模 

糊集合的分解原理得到推理结论。 

简述如下 ： 

假定 A1一B1，A2一B2，是论域 U×V上的不相连的两个 

模糊规则，A ，A：和B ，Bz分别是u和 上的模糊集，A 是 

论域 u上的一个输入事实，如果A <A <Az，则两个模糊 

规则之间的线性插值定义为： 

dL(A2，A1 )： (A2，A )一 L(B ，B1。)： (BI，B ) 

dv(A2，A1 )： ，(A2，A )一dv(B2，Bk)：dv(B2，B ) 

(1) 

可得到最后的计算公式为： 

inf(B2，一业 持 
一  筹 

(2) 

由于在许多情况下，插值结果是一个非凸的模糊集。为 

了使稀疏规则条件下的插值推理既能保持凸性和正规性又有 

*)基金项目：国家科技部高新技术计划项 目(2005EJ000017)，河北省科技研究与发展计划(02547015D)，河北省普通高等学校博士科研资助基 

金，2002(132002118)。王宝文 副教授，研究方向为软计算、模糊推理；张 华 硕士研究生，研究方向为软计算、模糊推理。 
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满意的推理结果，同时推理方法的算法简单，推理效率高，下 

面提出了一种基于几何形状的模糊拉格朗日插值推理方法， 

这种基于几何形状的模糊拉格朗日插值推理方法所得到的插 

值推理结果 B 都将是正规凸模糊集。而且从实际应用角度 

看，其算法简单，推理效果较好。 

3 基于几何参数的模糊拉格朗日插值推理方法 

从几何角度来考虑问题是判断和分析事物时一种常用的 

方法 ，并且越来越受到人们的重视。在模糊系统中，最常见的 

隶属函数一般是三角形、梯形和高斯型隶属函数，并且多数的 

模糊推理方法都是在这三种隶属函数的基础上进行分析和研 

究的。先以三角形为例，梯形和高斯型的分析见后。从几何 

图形上分析，三角形隶属函数的形状可以由三个顶点或者左 

右两边的斜率和中间的顶点来唯一确定。但我们通过分析发 

现利用三角形的顶点作为参数，通过拉格朗日插值推理方法 

得出的结果在很多时候不是一个正规凸集__7]。因而在此我们 

以输入规则前件中采用每个三角形左右两边的斜率和中间的 

顶点作为参数，结合传统的拉格朗日插值方法提出了基于几 

何参数的模糊拉格朗日插值推理方法。 

由上述分析 ，我们可以定义三角形隶属函数 A一(忌 ，nz， 

kR)，其中k ，k 分别是左右两边直线的斜率，nz是三角形中 

间的顶点。如图 1所示。 
l1 

a2 

图 1 三角形隶属函数 

假定相邻的两规则分别为：A B 和 Az Bz；观测值 

为 ：A*，A*位于 A1和 A2之间。即： 

当给定了观测值：x是A 

规则：如果 X是A ，那么y是B 

如果 X是A 2，那么 y是 B 2 

结论：y是B ? 

其中A 一(h，a2，kR)，A1一(h1，n12，kR1)，A2一(kL2，a22， 

kR2)，B1一 (̂ L1，b12，bR1)，B2一 (hL2，b22，hR2)，B 一(hL，b2， 

hR) 

如果下面三个由参数组成的二阶Vandermonde行列式 

满足 ： 

l =-(KL2--KL1)≠。 ㈤ 
f m f一( 一 )≠o (4) l l 

a22 l 

J 1 KR 1 J—c z一 ≠。 cs 
利用拉格朗日插值构造映射函数F为： 

6一Fcn，一 __ +亳 三 b2 ce， 
其中：n，n ，nz分别是规则前件A ，A ，Az相应的参数，6，bl， 

bz分别是结论 B ，B ，Bz相应的参数。 

根据给定隶属函数的不同形式，上述公式可以做出不同 

的变形，从而求出最后的结果。 
· 如果隶属 函数是三角形隶属函数 ，其参数为(h，nz， 

kR)则所采用的计算公式为： 

hE—F(h )一  ̂+  ̂z 

6z—F(nz)一 t
,
az a 22 

6 z+ 
(
．a  zz a12 

6zz 
—  

J ～  J 

hn=F(k + z 

其中：kL1≠忌L2且 kR1≠kR 

当不满足上面的条件，即：当k 一忌zz或 k 一忌 z时，则分 

别取相邻两规则中相应的平均值作为最后的结果，即： 

hL一(̂ +hL2)／2 

或 一(̂R1+ R̂2)／2 

这样就可以保证无论在什么样的情况下，都可以确定出 

B 的隶属函数。 

为了保证最后结果的正规凸性，在求左右斜率的公式中 

加上绝对值 ，公式就变成如下形式： 

(1)当 kL1≠忌L2且 kR1≠忌R2时 

hE =I + I 

b2 2)一 612+ 

hR~F(kn)一一 (kn--kn2)
仲． + 

(2)当 k11一忌22，kR1yakR2时 

hL：(“1+ L̂2)／2 

6z—F(n2)一 
a 22 

6 2+ 
~
．
a 2z a 12 

622 
n2一  —  

hR=F(kn)=一 (kR--kRz)
仲~ + 

(3)当k11≠k22，kR1=kR2时 

hL—F(h)一J +  ̂z J 

b2 2)= + 

hR=(hn1+hR2)／z 

只要给出的规则前件是正规凸集，那么利用上述的公式，必然 

能够保证所得出的结论一定也是正规凸集。 
· 同理，如果隶属函数是梯形隶属函数 ，决定其形状的参 

数是：(忌 ，6，C，k )，其中：k b，C，k 分别代表梯形隶属函数 

的左右斜率和隶属度为 1的两个顶点 ，则只要把上述公式中 

的参数换成梯形隶属函数的参数即可，这样就可以求出决定 

B 的参数，最后得出结果。 
· 若隶属函数是高斯型，决定其形状的参数是：(c， )则 

公式变为： 

c —F(CA)一 (C A=-- CA 2)c + ( CA --
一

C

“

A1 )

，
CB2 

3．------F(3A) ( 3
A 1 --~ A2

、

)~B + 如2 

同样可以确定 B 。 

由此，通过上述的分析可得出如下的定理： 

定理 基于几何参数的模糊拉格朗日插值推理在常见的 

正规凸模糊集条件下，总能保证最后的结果是正规凸模糊集。 

证明：根据上述公式可知：最后求出的左斜率是一个正 

值，右斜率是负值，那么最后的结果就一定是一个正规凸集。 

很明显，不管是哪种隶属函数，我们都可以证明当A 一 

A1时，B 一Bl；当A ===A2时，B 一B2。 

从以上的分析可以看出，这种新的插值推理方法可以适 
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应多种隶属函数。 

4 多维规则条件下的推理 

为不失一般性，现把上述方法扩展到多维环境中(以多个 

输入一个输出为例)。 

多维规则的推理形式如下： 

If X1 is A“and⋯ ⋯ is A then Y is B 

IfX1 isAu and⋯⋯and isA thenY is BJ 

其中A 一(A1。，⋯，A )，Aj一(A1，，⋯，A )，当给定 A 一 

(A ，⋯，A ，⋯，A2)时，如何求结论 B 。 

可以定义一个 n维的多项式映射F：A l—B 如下： 

6一F(aj)一 一

Lj=l( a,--a2j

一

)
_

]／ l6 + 

([壹 6z 
其中aj是A 中第 个分量的参数㈣，，n≈分别是A ，Az中 

第 个分量的参数，b是B 的参数，bl，bz分别是B ，Bz的参 

数 。 

当给定了具体的隶属函数时，我们就可以确定出该隶属 

函数的参数，只要利用上述的公式，我们就能求出最后结果 

B 的参数，由此也就可以得出 B 的隶属函数。 

很明显 ，如果 一。1J'则 b=bl；如果 口J—a2j，则 6一bz。 

也就是说当A 一A1时，B 一B1；当A 一Az时，B 一Bz符 

合推理要求。 

5 插值方法的比较 

5．1 凸性和正规性 

从上面的分析可以看出，KH插值推理在许多时候不满 

足凸性和正规性，而基于几何形状的拉格朗日插值推理方法 

满足凸性和正规性。 

5．2 计算效率和复杂性 

根据式(2)，KH插值推理方法计算B 需要 6个加减运 

算，3个乘除运算；而本文所提出的方法计算B 只需要 5个 

加减运算，3个乘除运算。 

如果有n个推理规则的话，那么则是单个计算量的n倍。 

如表 1所示。 

表 1 插值推理方法计算量的比较 

由此可以看出，本文所提出的插值方法与 KH插值方法 

的计算效率略高于KH插值推理方法。 

5．3 物理意义解释 

KH插值方法是根据 上截集和 下截集之间分别乘线 

性关系，意义明确；而基于几何形状的拉格朗日插值推理方 

法，是以模糊集隶属函数的几何形状为基础，有着明显的物理 

意义。 

5．4 推理效果 

我们通过一个具体的实例来分析两种方法的推理效果。 

现在假设有规则A1 B1和Az Bz，观测值为：A 。 

例 1：假定 A 一(7，8，9)，A1一(o，5，6)，A2一(11，13， 

14)，B1一(o，2，4)，B2一(10，11，13)。利用KH插值推理方 

法可求出结果为：B 一(6．36，5．38，7．38)~n图 2所示。 
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图2 KH线性插值推理方法 

很显然 ，最后的结果是非凸的。而使用本文所提出-的方 

法，所求得的结果则明显为凸性： 

B 一(4．83。5．38，7．38) 

也用图来表示为： 

图3 基于几何形状的模糊拉格朗日插值推理方法 

通过对以上推理结果图形的对照比较可以发现，基于几 

何参数的模糊拉格朗日插值推理方法有着良好的推理效果。 

例 2：隶属函数是梯形时的情况 

假定 A 一(7，8，9，10)，A1一(0，4，5，6)，A2一(11，12， 

13，14)，B1一(O，2，3，4)，B2一(10，11，12，13)。根据上述方 

法，可以得出最后结果为：B 一(5．5，6．5，7．5，8．5)。 

结论 KH线性插值推理方法是众多插值推理方法中计 

算最简单，也就是说计算复杂度最低的一种方法，但 KH的 

推理结果在很多情况下是非凸的模糊集。本文所提出的基于 

几何参数的模糊拉格朗日插值推理方法不仅保持了KH插 

值方法计算简单的优点，而且保证了最后结果的正规凸性，为 

智能系统在稀疏规则库条件下进行模糊推理提供了一个有用 

的工具。 
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