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基于知识含量的粗糙集不确定性度量 ) 

刘纪芹 

(山东财政学院统计与数理学院 济南 250014) 

史开泉。 

(山东大学数学与系统科学学院 济南 250100)。 

摘 要 粗糙集的不确定性度量是粗糙集理论 中一项重要的数值特征 ，而 Z．Pawlak提 出的粗糙集的不确定性度量， 

即传统的近似精度与粗糙度具有局限性。考虑导致粗集粗糙性的原因，将传统的粗糙度与知识的含量测度结合起来， 

提 出了一种新的粗糙集不确定性的度量方法，讨论了这一度量的特性，通过实例说明这一新的度量方法的合理性及计 

算的简便性。 
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An Uncertainty Measure for Rough Sets Based on Knowledge Capacity 
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Abstract The measure of uncertainty is an important numerical characterizati0n in rough sets theory．The measure of 

uncertainty proposed by Z．Pawlak has its limitations．Considering the causes of uncertainty in rough sets，we propose 

a new uncertainty measure by combining traditional roughness with knowledge capacity measure．Some good properties 

of the new uncertainty measure are further discussed．In the end，an example shows the rationality and simplicity of the 

new uncertainty measure． 
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1 引言 

波兰数学家 Z．Pawlak提出的粗糙集理论[1]是处理不完 

全和不精确信息的一种新的数学工具 ]，这一理论已引起各 

国学者的广泛关注。。。 ]。在粗糙集理论 中，粗糙集的不确定 

性度量是一项重要的数值特征，很多学者对此进行了讨 

论_5q]。Z．Pawlak给出了用集合 x的上、下近似来刻画粗糙 

集不确定性的两个数值特征l_8 ]，即近似精度6~R(x)与粗糙度 

pR(x)。尽管近似精度口R(x)与粗糙度 (x)能反映集合 x 

的不确定性，但是它们并没有提供给我们那些完全属于x的 

下近似区域和负域里面与不可分辨关系R的知识粒度有关 

的知识的不确定性 。因为在不同的近似空间中，当知识的不 

确定性明显不同时，用 pR(X)可以得到相同的粗糙度，所以用 

近似精度 (x)与粗糙度pR(x)描述粗糙集的不确定性存在 

不足之处。 

由文[5，9]知，粗糙集理论中，粗糙集的不确定性主要由 

两个原因引起 ：一个原因来 自于给定近似空间的粗糙集的边 

界 ，当边界为空集时知识是完全确定的，边界越大知识越粗 

糙，这种不确定性称为系统的不确定性 。粗糙集理论处理这 

类不确定性是通过引进近似精度口R(x)与粗糙度pR(x)来实 

现的。另一个原因是直接来 自于论域上二元关系对论域中对 

象进行分类的能力，体现在论域中对象的不可分辨性，即知识 

的粒度。知识粒度越大，知识越粗糙，相对于近似空间中的概 

念和知识就越不确定，这种不确定性称为概念的不确定性。 

考虑这两种原因引起的粗糙集的不确定性，文[5]利用信息理 

论中熵的概念定义了粗糙集的不确定性度量。文E6]利用过 

剩熵(excess entropy)给出了粗糙集的不确定性度量，但计算 

起来不算简便。本文利用知识含量[ 概念，并对此进行改 

进，利用这一改进的概念给出了一种新的粗集粗糙性的度量 

方法。 

2 粗糙集中主要概念简述 

为了便于讨论，下面简要给出粗糙集中几个主要概 

念 。 

设论域u为有限集，R是u上的一族等价关系，K一(U， 

R)为一知识库 (或近似空间)，I-x] 为u上的R_等价类。 

定义2．1 设K一(u，R)为一知识库，pC_R，且P=／4，则 

nP也是一种等价关系，称其为 P上的不可分辨关系，记为 

ind(P)，且有 

[z] ( — nIx]， 

U／ind(P)即为等价关系ind(P)的所有等价类，为简单起见， 

我们用 U／P代替 U／ind(P)。 

定义 2．2 两个子集 

_RX一{xEUl[z x}， 

一 {xEUl Ex] nx≠j6}， 

分别称为x的R_下近似集和R_上近似集。 

由上、下近似可得 X的R一正域为：pOSR(X)一_RX；X 的 

R_负域为 ：negR(X)=U--RX；X的R一边界域为：bnR(X)=R 

x— Rx 
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集合的不精确性是由于边界域的存在而引起的，集合的 

边界域越大，其精确性越低，由此引入描述集合,27的不确定 

性的如下概念 。 

定义 2．3 称 

， V 、
l l ( 

为集合X的R_近似精度，其中lxl表示x的基数，RX≠，I，若 
一  

，则定义6tR( )：1，称 

(X)一1--6tR(X) 

为集合X的R_粗糙度。 

用近似精度6tR(x)与粗糙度 (x)来描述粗糙集的不确 

定性具有局限性。下面通过例子来理解这种局限性。 

例 1 设论域 U一{1，2，3，4，5，6，7，8，9，10}，集合 x一 

{1，2，3，4，6，7}，R1，R2，R。为U上的三个等价关系，其导出 

的划分分别为 

吮 1一“1，2，3，4}，{5，6，7}，{8，9，10}}， 

U／R2一{{1，2}，{3，4}，{5，6，7}，{8，9}，{10}}， 

U／R。一{{1}，{2}，{3}，{4}，{5，6，7}，{8}，{9}，{10}}。 

则x的R。，Rz，R。的下近似与上近似分别为 

R1X—R2X—R3X一{1，2，3，4}，R1X=R2X=R3X一{1， 

2，3，4，5，6，7)。 

则X关于R。，Rz，R。的近似精度相同，即为 

6tR，(X)一 (X)： (X)=4／7。 

X关于R。，Rz，R。的粗糙度相同，即为 

】
(X)一 2(X) 。(X)=3／7。 

显然，ind(R3)Cind(R2)Cind(R1)，即知识 R3比R2精细， 

知识R 比R。精细，但它们的近似精度与粗糙度却相同。因 

此，传统的近似精度 (x)与粗糙度 (x)具有局限性，它们 

只能部分反映 X的不确定性 ，不能完全反映 X 的不确定性 。 

这需要对传统的近似精度 躲(x)与粗糙度 (x)进行改进， 

应同时考虑知识 R的含量。 

3 知识含量的度量 

由引言中的叙述我们得知，引起粗糙集不确定性的两个 

原因之一是论域上二元等价关系对论域中对象进行分类的能 

力，即知识的粒度。由此，讨论知识含量的度量。 

设 K一(U，R)为一知识库，U ={X1，X2，⋯， }。文 

El0]给出了知识R的知识含量概念，但当lX l一1， 一1，2， 
⋯

， 时，这是所有对U的划分中最为精细的一个，此时知识 

含量的测度应达最大值 1，但利用文[1O]中定义的知识含量 J 

(R)一1一 L_∑lx l 可知该种情况下的知识含量测度不 
lu  l I=1 

是 1。故对此进行改进，给出如下概念 。 

定义3．1 设 K一(U，R)为一知识库，U ：{X1，X2， 

⋯ ， }。称 

r1， l五 l一1， 一1，2，⋯， 

R 一1 1一 鸯fx 其它 
为知识R含量的测度，其中lX l表示集合X 的基数。 

由定义 3．1可得如下知识含量测度的性质。 

定理 3．1 设K一(U，R)为任一知识库，对知识R，有 0 

J(R) 1。特别地，当U／R一{U}时，J(R)一0。当U／R= 

{X1，X2，⋯， }，lX l=1， 一1，2，⋯， 时，J(R)一1。 

由定义 3．1知显然成立，证明略。 
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定理3．2 设(U，R1)，(U，R2)为两个知识库，若U／R1一 

U／R2，则 I(R1)一I(R2)。 

由定义 3．1易证，略。 

定理 3．3 设(U，R1)，(U，R2)，为两个知识库，若 U／R1 

cU／R2，则 I(R1)>J(R2)。 

证明：设 U／R1一{X1，X2，⋯， }，U／R2一{Y1，y2，⋯， 

}，因为U／R。cU／Rz，则m>n，而且存在{1，2，⋯， }的一 

个划分{D·，D2，⋯， }，使得 一 置 ，K／Y,f—
jgi f f， 

故 

奎 一i =1 >蓦 ， 
一

蓥 > 一i =1 
由定义3．1得，I(R1)>J(R2)。 

定理3．4 设 K一(U，R)为一知识库，R将论域U分为 

两个等价类 ，即 U／R={X1，X2}。当l X·l一 

U

⋯

I／
．

2

．

, ! u 1 30@ ~ ，时，J(R)达到最大，即平均划分 l(Iul+1)／2
， lul为奇数。。⋯ 一 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 。⋯⋯ 

的知识库知识含量测度最大。 

证明：设 lUl= >1，lX。 

I X I 
一  

+
—

(n--
—

n1 

刍 一—— -  

= 1，则 l x2 l— — 1，故 

2n{--2nn1+ 2 

由微积分中最值的求法知，当 nl一 

{n／2,(n+1)／2， 时，耋 最，J、，由定义3．1知'此 I ， 为奇数。峒’当 最小’田疋义 刘’此 
时 J(R)达到最大 ，即当 lX·l一 

U

⋯

]／
．

2

．

, 

鍪，时，f(R)达到最大。 l(IuI+1)／2
， lul为奇数。。⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

定义3．2c“ 设 K=(U，R)为一知识库，U／R：{X1， 

x2，⋯， }，1≤ ≤lUl，若知识库K满足以下条件，则称其 

为 划分平均知识库： 

(1)若lUlrood n=0，有lX l—lUl／ ，(1≤ ≤ )) 

(2)若lUlrood n=s(1≤s≤ )时，将U／R排序后，使得对 

于1≤ ≤s，有x—l J+l，对于s< ≤ ，有x—l J，其 

中1．IU l ~ IU I的整数部分。 

定理3．5 当知识库K=(U，R)为 划分平均知识库时， 

J(R)达到最大。 

证明类似于定理 3．4，略。 

4 一种新的粗糙集不确定性度量 

考虑到传统的近似精度与粗糙度的局限性及影响粗糙集 

不确定性的两种原因，下面给出一种新的粗糙集不确定性度 

量。 

定义4．1 设 K一(U，R)为一知识库，x U，【，／R一 

{X1，X2，⋯， }，称 

Rough~(X)一 (X)(1一J(R)) 

为 X的R_改进粗糙度。即 

Rough~(X)一 (X)(1--J(R))一 

f0， lK l=1， 一1，2，⋯， ， 

弋(1一 )· IX,I ，其它 
称 
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DR(X)一1--RoughR(X) 

为X的 改进近似精度，即 

DR(X)=1--RoughR(X)=1--pR(X)(1一J(R)) 

一 J(R)+鲫(X)一J(R)aR(X)。 

对于这种改进的近似精度与粗糙度，有下面一些性质： 

定理4．1 设 K：(U，R)为一知识库，x U，U／R一 

{Xl，X2，⋯， }，则 

(1)O<．．RoughR(X)≤ 1， 

(2)04DR(X)≤1。 

证明：由定义 2．3，定义 4．1及定理 3．1知显然成立 ，略。 

推论 (1)~ZT_XCU，且 U／R={U}，则 RoughR(X)=1， 

DR(X)=O。 

(2)q,cXCU，且 U／R={Xl，X2，⋯，Xlul}，则 RoughR 

(X)一0，DR(X)：1。 

定理4．2 设(U，R1)，(u，Rz)为两个知识库，x u。若 

U／R1一U／Rz，则 

(1)RoughRl(X)=RoughR，(X)， 

(2)DR，(X)=DR。(X)。 

由定义 4．1及定理 3．2知显然成立，证明略。 

定理4．3 设(U，R1)，(u，Rz)为两个知识库，x U。若 

U 1 U 2， 

(1)RoughRl(X)=RoughR，(X)， 

(2)DR．( =DR。( 。 

证明：(1)因为U／Rl=U／R ，则[z] ． [z] ，设 

z∈』 (x)=(z『xEU，[z]R， x}= z∈(zfxEU，[z] 

三X}一垦L(X)， 

故 ＆(x) 盟(x)，1＆(x)≤1堕(x)。 

设 

z∈—R—1(x)={z1zEU，[z]R．nx≠ }=>z∈{z1xEU， 

[z]R。nX≠ }：Rz(X)， 

故 Rl(X) Rz(X)，1Rl(X)1≤1Rz(X)1。 

从而有 

一  鱼 <， ～ 鱼 
‘ f鬲 (x)f f—Rz(x)f’ 

(X)≤ ，(X)。 

又由定理 3．3知， (X)≥IR，(X)，则 1一 ．(X)≤1一IR 

(X)。由定义 4．1，有 

RoughRl(X)~RoughR2(X)。 

(2)由(1)及定义 4．1知，显然有 DR (X)≥．亡)R。(X)。 

定理4．4 设 K：(U，R)为一知识库， x U，~cYC_ 

U． 

(1)若垦X=BY，则 

(a)Roughle(Xn Yr)~min{RoughR(X)，RoughR(y))， 

(b)DR(xny)≥max{DR(X)，DR(y)}。 

(2)若Rx=j y，则 

(a)RoughR(XUy)~min{RoughR(X)，RoughR(y)}， 

(b)DR(xu'，)~max{DR(X)，DR(y)}。 

证明：(1)因为R(Xny)一 n y，又 =RY，则 1 

(X91Y)1—1 1—18Y1。R．R(X91Y)~_RX91RYCRX，故 1 

~(x91Y)1≤1 y1。同理 ，1 (Xn y)1≤ 1 y1，则 

t~(x91Y)=1一 ≤1一 

同理，pR(X91Y)~pR(y)，故 

(x91y)≤min(pR(X)，pR(y)}。 

又 1一J(R)≥O，由定义 4．1知 

RoughR(x91y)≤min{RoughR(X)，RoughR(y)}， 

DR(Xny)≥max{DR(X)，DR(y)}。 

(2)同理可证 ，略。 

由此可见，定义4．1给出的新的粗糙集不确定性度量具 

有文[6]中的性质。 

5 应用举例 

例 2 考虑第 2节中例 1，由定义 3．1知，J(R1)一O．66，J 

(R2)=O．78，J(R3)一O．84，故得 x的Rl，Rz，R3一改进粗糙度 

分别为Rough (x)一O．146，Rough (x)一O．094，RoughRs 

(x)一O．069。R1，Rz，R3一改进近似精度分别为DR．(x)=0． 

854，DR。(X)一O．906，DR。(X)一O．931，故有 

RoughR (X)~RoughR (X)~RoughR，(X)， 

DR．(X)<．pR。(X)<DR (X)。 

因此，分类更精细的知识其粗糙度更小，近似精度更大。 

对比例1、例 2可知，定义4．1给出的改进粗糙度和近似精度 

解决了经典粗糙集粗糙度与近似精度的局限性，而且计算简 

便。 

结论 由于粗糙集的不确定性是由两个原因，即系统的 

不确定性和概念的不确定性引起的l5 ]，而 Pawlak定义的粗 

糙集近似精度与粗糙度只考虑了系统的不确定性，不能确切 

描述某些粗糙集的不确定性，因此，这种定义存在局限性。鉴 

于此，本文给出了描述粗糙集不确定性的新的度量方法，即将 

传统的粗糙度与知识的含量测度结合起来。最后通过实例说 

明了这种新的度量方法克服了经典粗糙集粗糙度与近似精度 

的局限性，且计算简便。 
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