
计算机科学 2007Vo1．34NQ．6 

一 种基于链暗示技术的二分图受约束 

最小点覆盖问题的近似算法 ) 
许小双 王建新 刘云龙 陈建二 

(中南大学信息科学与工程学院 长沙 410083) 

摘 要 二分图受约束最小点覆盖问题作为一个 NP_完全问题，无法在多项式时间内得到最优解，除非 P—NP。基 

于此，本文提出了一种基于链暗示技术的二分图受约束最小点覆盖问题的近似算法，具体为：当二分图受约束最小点 

覆盖问题实例中存在满足约束条件的最小点覆盖( ，kr)时，对任意给定的近似率 =1+e>1，一定可以找到一个受 

约束近似点覆盖( ，志，)，对应的近似率为max{ ／k ，走 ／kr)≤1+s，整个近似算法的运行时间复杂度为 0(2 。)。 

显然，它是二分图受约束最小点覆盖问题的一个多项式时间近似方案(polynomial time approximation scheme，PTAS 

算法)。 
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Abstract Constrained minimum vertex cover in bipartite graphs(Min-CVCB)problem is a NP-complete problem，it 

can’t be solved in po lyn omial time，unless P=NP．In this paper，we provide an approxima tion algorithm which is based 

on chain implication tO solve this problem．Whan the instance of Min-CVCB problem has a minimum vertex cover( ， 

kf)，for any given constant， =1+e>l，we can get a constrained approxima te vertex cover( ，志 )，the approxima tion 

ratio is ma x{k：／k ，志 ／kf)≤1+e，and the algorithm runs in time 0(2 )．Obviously，it is a polynomial time approxi— 

ma rion scheme for the Min-CVCB problem． 
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1 引言 

随着VIii技术的发展，电路芯片的规模越来越大，在制 

作工艺中引入错误的可能也随之增加。在芯片集成度不断增 

加的情况下，制作过程中出现错误存储单元是不允许的。一 

种较好的解决办法是使用可修复阵列，即在每一个存储矩阵 

的行和列旁边留有一定数目的备用行和列；当矩阵中发现有 

错误单元时，便用它们来替换矩阵中含有错误单元的行和列， 

从而使得矩阵恢复正常。替换的行和列所构成的集合即是一 

个点覆盖。由于修复一个芯片的代价正比于所使用替换行和 

列的数目，所以人们常常替换尽量少的行和列来修复矩阵，也 

即寻找满足一定约束条件下二分图的最小点覆盖[3]。为便于 

进一步准确描述、讨论该问题，在此先给出它的定义。 

定义 1 二分图受约束最小点覆盖问题(Min-CVCB问 

题)：给定一个二分图G一(U，L，E)以及两个正整数 k 和k r， 

构造图G中的一个最小点覆盖c，使得c中包含至多k。个【厂 

中结点和kz个L中结点(或者报告没有这样的最小点覆盖存 

在)。 

Min-CVCB问题是一个 NP-完全问题[4]。从定义可以看 

出，Min-CVCB问题是求满足约束条件的解最小，因此是一个 

NP-优化问题。 

最近2o年，人们对这个问题做了大量的研究。早期人们 

主要采用启发式算法对该问题进行研究，具体可见文 

[2，3，7～l1]。其中，Hasan和 Liu[3]提出了 critical set的概 

念，引入了一种人工智能方面的基于 A 的分枝定界算法来 

解决 Min-CVCB问题，但它无法在预定时间内给出问题的解 

答，在最坏情况下运行时间是 Q( +kr+mrl ))，其中 ，l为 

图G结点个数，m为图G中边条数。 

最近几年主要围绕如何利用参数计算理论来求解 Min- 

CVCB问题的精确结果进行研究[4' 。文E5]通过分析二分图 

结构后使用分枝搜索技术提出了一种时间复杂度为 O(屯+ 

k )，l+1．3999k,,“r)的算法，其中，l为图G结点个数。文[4] 

将经典匹配理论和最新参数计算技术结合并扩展开来，最后 

提出了一个运行时间为0((志 +岛)lGl+1．26 “r)的算法， 

它是当今有关二分图受约束最小点覆盖问题精确算法的最佳 

结果。 

然而，上述算法中启发式算法无法在预定时间内给出问 

题的解答。精确算法虽然保证得到最优解，但是运行时间是 
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指数复杂度的，因此难以适应大规模问题实例的求解。而近 

似算法虽然不能保证得到最优解，但它可以在多项式时间内 

得到近优解，从而成为在很多实际应用需要中所能接受的求 

解决方案。基于此，本文首先运用参数计算理论中降核心阶 

技术处理问题实例，而后通过利用二分图的经典匹配理论进 
一 步深入分析二分图结构，充分利用链暗示技术来寻找受约 

束的近似点覆盖，从而寻找到求解该问题的一个近似率为 1 

+e的基于链暗示技术的二分图受约束最小点覆盖近似算法 

(Approximation Algorithm based on Chain Indication for con— 

strained minimum vertex cover in bipartite graphs，简称 AACI 

算法)，其运行时间复杂度为0(2 )。同时，它也是二分图受 

约束最小点覆盖问题的一个多项式时间近似方案(polynomial 

time approm mation scheme，盱 AS算法)。AACI算法具体 

为：当Min-CVCB问题实例存在受约束最小点覆盖( ， ) 

时，对于任意给定的 一1+e，一定可在0(2 )时间内找到一 

个受约束近似点覆盖(kj， )，其中max{k2／k ， ／ }≤1 

+e。因此在下文中我们假设给定问题实例的受约束最小点 

覆盖总是存在的。 

本文后面部分的组织如下：第 2部分给出了Min-CVCB 

问题与近似算法之间的关系；第 3部分给出了AACI算法的 

相关定义和定理；第 4部分是描述当 Min-CVCB问题实例中 

存在一个受约束最小点覆盖时，如何利用AACI算法在DAG 

D中寻找到受约束近似点覆盖；第 5部分是 AACI算法各步 

综合及其近似率和时间复杂度分析；最后是结论。 

2 MimCVCB问题与近似算法 

我们首先给出近似算法理论中近似率的一些基本概念。 

这方面的详尽讨论可见文[12]。 

定义2 给定一个 NP优化问题 P，我们说一个算法A 

的近似率为f( )是指：对于P的任何一个实例f，算法A求 

出的目标函数值A(f)与该实例的最优解 Opt(f)的比值满 

足 ： 

Max(A(I)／Opt(D，Opt(D／A(D}~f(Sizel f1) 

其中Sizel fl指实例 f的规模，-厂(1 1)也可以为常数。通常， 

我们称一个近似率达到，(Size l f1)的算法为，(Size l f1)近 

似算法。 

定义 3 设 z为 NP优化问题 P的一个实例，e为一个大 

于 0的常数 ，如果有一个算法 A将(z，e)作为输入，得到 z的 
一 个近似率为1+e的可行解Y，而且对于任意固定大小的e 

>0，算法A的运行时间为lzl的多项式，则称算法A是 NP 

优化问题 P的一个IYFAS算法。 

根据前面对近似率和 IYFAS算法的介绍，由于 Min- 

CVCB问题是一个 NP_优化问题，可对该问题的IYFAS算法 

可作如下描述： 

定义 4 设 (z， ，岛)为 Min-CVCB问题的一个实例，e 

为一个大于0的常数，如果有一个算法 将(z， ， ，e)作 

为输入，则当Min-CVCB问题实例存在一个受约束最小点覆 

盖( ， )时，均可得到z的一个近似率为 1+e的受约束近 

似点覆盖( 。， )，它满足max{k ／k。， ／k }≤1+e，同时 

算法 的时间复杂度为关于lzl的多项式，则称算法 是 

Min-CVCB问题的一个IYFAS算法。 

3 AACI算法的相关定义与定理 

Min-CVCB问题的AACI算法包含以下两步： 

(1)使用参数计算技术减小问题实例的核心阶[1]，同时结 

合使用二分图的经典匹配理论对问题实例作等价转换。减小 

问题实例核心阶的就是减少图G中顶点个数 ，定理 3．I中用 
一 个多项式时间算法把 Min-CVCB问题实例转换为顶点个 

数至多为 2( + )且具有完美匹配二分图的等价问题。 

而定理3．2则是在此基础上利用经典匹配理论对问题实例做 

进一步等价转换，使其成为一个以基本二分子图为单位的有 

向无环图。 

(2)通过利用链暗示技术对权值大于某一限定值的基本 

二分子图的所有可能覆盖情形进行列举来寻找受约束近似点 

覆盖。它使得在当Min-CVCB问题实例中存在一个受约束 

最小点覆盖时，一定可以在多项式时间内找到满足约束条件 

的近似点覆盖。 

为便于我们进一步深入描述讨论 AACI算法，在此先给 

出 AACI算法的一些相关定义和定理。 

定义 5 二分图 设无向图 G=( ，E)的结点集合 能 

分成两个子集 u和L，满足uUL— ，UNL一 ，而且对任 

意一条边 P=( ， )∈E，均有 Vi∈U， ∈L，则称 G为二分 

图，并称 和U为 G的互补结点子集。在二分图中，对应的 

U中结点称为 U_部分结点(或简称 U_部点)，L中结点称为 

L_部分结点(或简称 L_部点)。 

在拥有完美匹配的二分图G=(uUL，E)中，如果每条边 

都包含在一个完美匹配中，则称图 G是一个基本二分子图。 

由文[6]可知，基本二分子图有且仅有两个最小点覆盖u和 

L，而没有其它可能性。显然，利用基本二分子图的特性可以 

极大提高寻找到受约束近似点覆盖的效率。 

定理3．1【4] 设G是一个由 个结点、 条边组成的二 

分图，则解决一个 Min-CVCB问题实例<G，乞， r>的时间复 

杂度为 O(mn“ +t( + ))，其 中 t( + )是解 决 Min- 

CVCB问题实例<G，， 。， >的时间， <乞， < r，图G， 

有一个完美匹配，它至多包含 2(k 。+ )个结点。 

定理 3．2[6] (The Dulmage-Mendelsohn Decomposition 

Theorem)具有完美匹配的二分图G=(uUL，E)，可以在时 

间0(1El )内完成分解并标记为基本二分子图 B =(Ui U 

L ，E)， =1，2，⋯，r的有向无环图(简称 DAG D)，使得图 G 

中每一条连接B 到BJ的边( < )有一端点在B 的U_部点， 

而另一端点在 B，的 L_部点。 

通常，我们把经过 Dulmage-Mendelsohn定理分解出来的 

基本二分子图 B 称为块。如果 l l—l LI l= ，则称 B 是 
一 个权值为d 的块。在 DAG D中，连接不同块之间的边称 

为块间边，与块B 的 U_部点相连的边数称为B，的出度，与 

块B 的L一部点相连的边数称为B 的人度。 

定理 3．3[4] 设图 G是一个具有完美匹配的二分图，B ， 

B2，⋯B，是图G经过 Dulmage-Mendelsohn Decomposition定 

理分解之后的块，则图G的受约束最小点覆盖，就是块 B ， 

B：，⋯，B，最小点覆盖的并集。 

通常情况下，在 MiwCVCB问题实例(G，乞， )中，图 G= 

(UUL，E)是一个具有完美匹配的二分图。首先由定理 3．1 

知，要解决一个 Min-CVCB问题实例(G， ， )，只需解决另 
一 个 Min-CVCB问题实例(G ， ， r)，其中 G，是一个拥有 

完美匹配的二分图，它至多有 2( + r)个结点；然后由定 

理 3．2可知，Min-CVCB问题实例(G ， 。， r)可以分解成一 

个或多个 DAG D；由定理3．3可知，只要找到每个 DAG D中 

满足约束条件的各个块的最小点覆盖，就可以解决 Mirr 
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CVCB问题实例(G ，k ，k >。在将 Min-CVCB问题实例做 

等价转换后，接下来我们开始在DAGD中寻找满足约束条件 

的近似点覆盖。 

4 AACI-DAG D算法 

AACI-DAG D算法是在第 3部分中将 Min-CVCB问题 

实例做等价转换为DAG D的基础上来寻找受约束近似点覆 

盖( ，忌 )，它是通过对DAG D中权值大于或等于1+￡k的 

块的覆盖情形的列举来实现的，其中k：rnax{k ，k )。 

在DAGD中，当每一个块的权值都小于1+￡k时，则由 

DAG D的有向拓扑结构的性质可知：只需从 DAG D中的各 

个块B (其中 1≤ ≤乞+kz)按下标从小到大的顺序将其 U- 

部点取入点覆盖中，使得点覆盖中 U-部点个数 满足k ≤ 

≤(1+￡)k ，然后将剩余块的 L-部点放入点覆盖中，即可 

找到受约束近似点覆盖( ，忌 )。而当DAG D中包含有权 

值大于或等于 1+￡k的块时，对其中某一权值大于或等于 1 

+￡k的块，则可能当该块 的未放人点覆盖中时，k2< ， 

< ；而取该块 L-部点到点覆盖中时，使得 意 >(1+￡) ；当 

取该块 U-部点到点覆盖中时，使得 >(1+￡)忌 。因而对权 

值大于或等于1+e k的块，唯有将其覆盖情形一一列举，才 

能找到可能存在的受约束近似点覆盖。在 AACI-DAG D算 

法中，正是通过对权值大于或等于 1+e k的块的覆盖情形一 
一 列举来寻找受约束近似点覆盖。 

在对权值大于或等于 1+e k的块的覆盖情形列举过程 

中，我们将应用链暗示技术[4]，它是充分利用块的相邻关系来 

加速寻找目标点覆盖的过程。设[B Bz ⋯B ]是DAG D中 
一 条有向路径，如果目标点覆盖 K包含路径前面部分某块的 

L-部点，则K一定包含中间部分与之相连块的L-部点，也一 

定包含后面部分与之相连的相应块的 L-部点；如果 K包含路 

径前面部分某块的 U-部点，则 中间部分与之相连的块可能 

U-部点包含在 K中，也可能 L-部点包含在 K 中。而如果是 

L-部点包含在K中，则后面部分与之相连的相应块 L-部点一 

定也包含在 K 中。链暗示技术就是利用块的相邻关系来加 

速寻找 目标点覆盖的过程。 

由链暗示技术可知：在 DAG D中，当限定某块的 U-部点 

在点覆盖中时，所有通过有向路径可到达该块 的块的 U-部点 

也一定在点覆盖中；而当限定某块的L-部点在点覆盖中时， 

所有该块通过有向路径可到达的块的 L-部点也一定在点覆 

盖中。因此，AACI-DAG D算法的具体操作分为如下两步： 

step1．在 DAG D中，找出每一个权值大于或等于1+￡k 

的块 B，然后找出所有可通过有向路径到达块 Bl的块构成 

的块集合c ，以及该块通过有向路径可到达的所有块构成的 

集合 ，其中1≤i<2／e。 

step2．对 DAG D中所有权值大于或等于 1+￡k的块的 

覆盖情形进行一一列举。对于已确定 U-部点在点覆盖中块， 

找出其对应的块集合G，而对于已确定其 L-部点在点覆盖中 

块，也找出其对应的块集合 c， 。假设我们在列举时用 表 

示限定其 U-部点在点覆盖中的权值大于或等于 1+e k的块 

集合，G表示块集合B 中各个块在限定其 U-部点在点覆盖 

中时相对应的G构成的块集合；B 表示限定其 L-部点在点 

覆盖中的权值大于或等于1+ek的块集合， 表示与块集合 

B 中各个块在限定其 L-部点在点覆盖中时相对应的G构成 

的块集合，G 表示 DAG D剩下的尚未确定其覆盖情形的块， 

则 =G-B UGUB U 。若(E UG)n( U C，，)≠ ， 
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则说明在DAG D中同时要求某块的 U-部点和 L-部点都包 

含在点覆盖中。此时产生“冲突”，可跳过本次列举，直接进行 

下一次列举。否则可根据 lB l+lG l的大小，分为如下三种 

情况来处理： 

casel：ku≤ lB I+lG l≤(1+￡)乞 或k z≤ lB ，l+l ，l 

≤(1+￡)岛，则将G0中各块 L-部点(或 U-部点)放人点覆盖 

中，即可找到受约束近似点覆盖，算法结束； 

case2：l Bj l+l C l>(1+￡) 或 I B ，l+ l ，l>(1+￡) 

k ，则此时不存在受约束近似点覆盖，从而进行下一次列举； 

case3：IB l+lG l<(1+e)k 且 lB l+I l< (1+￡) 

k ，则此时 一定满足 J Go J+J CJ J+JB J> (1+￡)乞。由于 

G0中任意块的权值均小于 1+￡k，因而可在 G0中按各块下 

标从小到大取其 U-部点到点覆盖中，使得点覆盖中 U-部点 

个数 满足k ≤k2≤(1+e)k ，然后将剩余块的 L-部点放 

到点覆盖中，即可找到受约束近似点覆盖，算法结束。 

综上，在 DAG D中寻找受约束近似点覆盖的 AAcI- 

DAGD算法如图 1所示 ： 

输入：经过第三部分中Dulmage-Mendelsohn Decon耳，os 0n定理分 
解生成的 DAGD， ，白， 。 

输出：DAG D中的—个受约束近似点覆盖：它至多包含(1+ 
个 U．部分结点和(1+ )岛个 部分结点。 

1．寻找DAGD中每一个权值大于或等于 l+ k的块 B{及其对应 
Gq G ，其中 l ：2， ； 

2．对所有权值大于或等于l+互k的块的覆盖情况进行一一列举： 
若(B。uG)n(Br u( ≠【 ，则产生 “冲突 ，直接进行下一 
次列举；否则分以下三种情况来讨论： 
easel： B。I+Icl l+ 或 Br I+ICf l+ ，则将G0中 

各块L部点 (或U-部点)放到点覆盖中，算法结束； 
case2：IB,bflC。J (1+ ) 或IB；I+IG’ l+ №，则直接进行下一 
次列举； 
case3：IB。I+1G f l+ 且IB 1+IG1<(1+ ，则在 G0中按各 
块下标从小到大取其的U．部点到点覆盖中，使得点覆盖中U_部 

点个数 毛 浞  l+ ，然后将 G0中剩余块的 部点 

放到点覆盖中，算法结束。 

图 1 AACI-DAG D算法 

定理4．1 当Min-CVCB问题实例存在一个受约束最小 

点覆盖( ，k )时，AACI-DAG D算法寻找到的受约束近似点 

覆盖的近似率为 1+￡。 

证明：当Min-CVCB问题实例存在一个受约束最小点覆 

盖(屯，k )时，AACI-DAG D算法是通过对权值大于或等于1 

+ek的块的覆盖情形的列举来寻找受约束近似点覆盖的。 

在AACI-DAG D算法中，stepl是对权值大于或等于 1+￡k 

的块进行预处理；step2中开始寻找满足约束条件的近似点覆 

盖，其中casel和case3是能寻找到满足约束条件的近似点覆 

盖的情形，而case2则是不能找到时的情形。因此，我们主要 

是对 step2中case l和 case3进行分析。casel是当屯≤ fB f 

+l Cj l≤(1+e)k 或 k ≤ l B ，l+ l ，l≤(1+e)k 时，将 G0 

中各块 L-部点(或U-部点)放到点覆盖中，即可寻找到满足约 

束条件的近似点覆盖( ，忌 )。此时点覆盖(k2， )一定满 

足： ≤(1+e)k ，忌 ≤(1+e)k ；case3是当l Bj l+l G I<(1 

+e)k 并且』B ，』+』C，，f<(1+￡)kr时，此时 G0一定满足 

lGI+lGI+lBI>(1+￡)乞。由于G 中任意块的权值均小 

于1+e k，故可在G 中按各块下标从小到大顺序取其 U-部 

点到点覆盖中，使得点覆盖中 U-部点个数 满足忌 ≤ ≤ 

(1+e)k 。而后将 G0中剩余块 L-部点放到点覆盖中，显然此 

时寻找到的点覆盖(k2， )也一定满足： ≤(】+￡)乞， ≤ 

(1+e)k 。因此，当Min-CVCB问题实例存在一个受约束最 

小点覆盖时，使用 AACI-DAG D算法所寻找到的受约束近似 
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点覆盖的近似率为max{k2／k ，kt*／k )≤1+￡。 

定理 4．2 AACI-DAG D算法的时间复杂度为 0(2 ) 

证明：在 AACI-DAG D算法中，我们是通过对 DAG D中 

权值大于或等于 1+e k的块的覆盖情形的列举来寻找受约 

束近似点覆盖的。在DAG D中包含的权值大于或等于 1+￡ 

k的块个数至多为 2／e，而每一个块的覆盖仅有两种可能：要 

么 U．部点在点覆盖 中，要么 L．部点在点覆盖 中。因此在 

AACI-DAG D算法的 step2中，对权值大于或等于 1+￡k块 

的覆盖情况，最多有 22／,次列举，而对于剩下的权值小于 1+￡ 

k的块，可在线性时间内决定其覆盖情形。又因为 step1中寻 

找每一个权值大于或等于 1+￡k的块B 及其对应的c 和 

C 也是在线性时间内完成的，故 AACI-DAG D算法的时间 

复杂度为 o(2 ‘)。 

5 AACI算法各步综合及其分析 

综合前面各个部分的讨论，Min-CVCB问题的 AAcI算 

法的各步实现过程如图 2所示。 

l输入：二分图c (U，L，E)，两个整数 ， ： I 

l输出：图G的一个受约束近似点覆盖K，它至多有(1+ ) 个U_部 I 
1 分结点，(1+ )岛个L一部分结点。 l 

l 1．K． ： l 

I 2．对于U_部分中度大于 的结点，包含到K中并将其从图G中去 J 

J 掉， 一l； I 

f 3．对于L部分中度大于k 的结点，包含到K中并将其从图G中去I l 掉
， 毫rl； l l 

4．应用定理3．1来将Min-CVCB问题实例转换为一个具有完美匹配 I 

J 的二分图G，它至多有2(七_+k0个结点， ，蛐以及K都是更新之 f 
l 后的； I 

f 5．应用Dulmage-Mendelsolm Decomposition定理将图G分解成块Bl，l 
l B2．．．．B 的有向无环图(DAG D)； l 
l 6．使用第四部分中AACI-DAG D算法在DAG D中寻找满足约束条 I 
J 件的近似点覆盖。 J 

图 2 Min-CVCB问题的 AACI算法各步综合示意图 

以上各步中，第一步是点覆盖 K初始化 ，第二步对图 G 

中 U_部分中高度结点的处理。如果 U_部分中有度大于 愚 的 

结点不包含在K中，则其L_部分的邻接点都在K中，显然此 

时没有满足条件的点覆盖存在。对于第三步中，对图G中L， 

部分的高度结点也有类似处理。如果此时k 或者k 变为负 

数，则返回不存在满足条件的点覆盖。处理完高度结点后，剩 

下图中结点数至多(2k2k +k +k )，边数至多为 k (愚 +k ) 

≤(愚 +愚 ) ，其中k ：max{k ，k )。第四步是应用定理 3．1 

来将问题实例转化为 2(k +k )大小的等价问题。经过第四 

步后 ，核心阶大小至多为 2(k +k )。第五步是应 用 Dul— 

mage-Mendelsohn Decomposition定理将图 G的核心阶分解 

成块 Bl，B2，⋯Br的有向无 环图(DAG D)。以上五步是对 

Min-CVCB问题实例的做等价转化处理。第六步是是运用第 

AACI-DAG D算法在DAG D中寻找到满足约束条件的近似 

点覆盖(k2，kt*)，它是整个 AACI算法的核心部分。 

定理 5．1 AACI算法的时间复杂度为 0(2／跳)。 

证明：在图2中AACI算法各步对应的时间复杂度如下： 

第一步点覆盖K初始化和第二、三步对图G中高度结点的处 

理的时间复杂度为0((愚 +愚 )lG1)；第四步中应用定理 3．1 

减小问题实例核心阶的时间复杂度为 0((愚 +k )。)；第五步 

中应用 Dulmage-Mendelsohn Decomposition定理将图G分解 

成块 B1，B2，⋯，B 的DAG D的时间复杂度为 0(1 El )，其 

中lEl是图G中边的条数。显然 f El≤( +k )。，也即第五 

步对应的时间复杂度至多为 0((愚 +k ) )；第六步则是运用 

AACI-DAG D算法在 DAG D中寻找到满足约束条件的近似 

点覆盖 ，由定理 4．2可知，其对应的时间复杂度为 0(2／ )。 

综上可得，AACI算法的时间复杂度为 

0(( +k )l G 1)+(愚 +k )0+(k +k ) +2 ‘)一O 

(2 ／e)。 

定理5．2 当Min-CVCB问题实例存在一个受约束最小 

点覆盖(愚 ，k )时，AAcI算法的寻找到的受约束近似点覆盖 

的近似率为 1+￡。 

证明：在图 2中，AACI算法的前五步是 Min-CVCB问题 

实例的等价转换，因此它对近似率没有影响。在第六步，开始 

在DAG D中寻找满足约束条件的近似点覆盖，由定理4．1可 

知：当Min-CVCB问题实例存在一个受约束最小点覆盖时， 

AACI—DAG D算法的近似率为 1+￡，也即AACI算法的近似 

率为 1+￡。故当Min-CVCB问题实例存在一个受约束最小 

点覆盖时，AACI算法的寻找到的受约束近似点覆盖的近似 

率为 1+￡。 

定理5．3 如果 Min-CVCB问题实例存在一个受约束最 

小点覆盖(愚 ，k )，则 AACI算法一定可在 0(2 )时间内找到 
一 个近似率为1+￡的受约束近似点覆盖(k2，愚 )，即AACI 

算法是 Min-CvI强 问题的一个运行时间为 o(2 )的 PTAS 

算法。 

证明：对于图G中的一个受约束最小点覆盖(毛，k )，需 

要寻找的点覆盖是在图G中 U．部点个数不超过k ，L-部点个 

数不超过k 的最小点覆盖。而对于图G中一个近似率为 1 

+￡的受约束近似点覆盖( ，愚 )，需要寻找的是在图G中 

U_部点个数不超过(1+￡)k ，L-部点个数不超过(1+￡)k 的 

点覆盖。 

当Min-CVCB问题实例存在一个受约束最小点覆盖时， 

DAG D中每个块的覆盖情形都是确定的：仅取其 U_部点或 

L_部点之一在点覆盖中。由前面的 AACI—DAG D算法可知， 

在寻找受约束近似点覆盖的过程中，难点是寻找权值大于或 

等于1+￡k的块的覆盖情形。由于在DAG D中包含的权值 

大于或等于 1+￡k的块个数至多为 2／e，因此在 AACI—DAG 

D算法中最多只需要列举 2 次，即可找到受约束最小点覆 

盖中各个权值大于或等于1+e k的块的覆盖情形；而对于剩 

下的权值小于 1+e k的块 ，则可在线性时间内找到对应的覆 

盖情形。 

在AACI-DAG D算法的具体执行中，step2开始寻找受 

约束近似点覆盖。当(BjUG)n(B U c，，)≠ 时，说明要求 

某块要使其 U_部点和L_部点同时在点覆盖中，显然此时一定 

不会有受约束最小点覆盖，从而跳过本次列举对最后寻找近 

似点覆盖不会产生影响；在 step2的case2中，当J J+J J 

>(1+e)k 或l B ，l+l c， l>(1+e)k ，也一定不会存在一个 

受约束最小点覆盖，从而跳过本次列举也不会对最后寻找受 

约束近似点覆盖产生影响。排除掉以上两种不存在受约束近 

似点覆盖的情形，仅剩下的casel和 case3中，由算法的具体 

过程可知：如果满足判定条件就一定可找到受约束近似点覆 

盖。因此，只要 Min-CVCB问题实例存在一个受约束最小点 

覆盖，AACI算法一定可找到一个受约近似柬点覆盖。由定 

理 5．2可知：AACI算法所得近似率为 1+￡，也即寻找到的受 

约束点覆盖近似率为 1+￡。又由定理 5．1可知：AACI算法 

时间复杂度为 0(2z／‘)。 

(下转第282页) 
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由表 2、表 3数据分析可得：LBMR算法与 UMR、MI、 

XMI同类算法相比，60 以上实验结果性能得到明显提高。 

同 UMR算法相比，LBMR算法可根据网络带宽实际情况，选 

择不同的多路调度算法来完成任务分配、计算，更加符合实际 

计算环境需求；与MI、XMI算法相比，除算法的自适应性更 

强以外，LBMR算法可以近似求解调度所需的最优路数 M， 

而 MI、XMI算法只能人为指定循环路数大小，任务调度性能 

不能得到保证。 

结 论 UMR算法是一种高效可分割任务调度算法， 

该算法实现了任务调度时间跨度最优化，给定了求解最优路 

数 M 的方法。由于实际网络带宽的有 限性，大大 限制 了 

UMR算法的应用范围，本文在分析 UMR算法基础上，引入 

网络带宽约束条件，提出了适用于有限网络带宽的可分割任 

务调度算法 LBMR。该算法将结点的处理能力和网络流情况 

协同考虑，分别针对充足带宽和受限带宽提出相应调度算法， 

相比单纯的充足带宽多路算法和受限带宽多路算法，本文所 

提算法避免了纯充足带宽多路算法在处理任务时不能满足可 

适应性问题，又克服了纯受限带宽多路算法在任务处理过程 

中工作节点利用率低等问题的缺点。实验表明LBMR算法 

较先前提出的可分割任务调度算法，调度性能明显提高，该算 

法易于调度性强，具有更高的应用价值。 
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综上可知，对一个 Min-CVCB问题实例，如果存在一个 

受约束的最小点覆盖，则通过 AACI算法一定可在0(2 )时 

间内找到一个近似率为1+￡的受约束点覆盖。 

显然，AACI算法满足前面定义 4，故它是 Min-CVCB问 

题的一个运行时间为0(2 )的 PTAS算法。 

结论 本文主要是研究在 VLSI芯片生产中有着广泛应 

用的MiI卜CvI1B问题。由于传统的启发式算法和精确算法 

都不能满足实际应用的需要，本文从一个全新角度出发，提出 

了一个近似率为 1+e的近似算法。它首先运用参数计算理 

论中降核心阶技术处理问题实例，然后利用二分图的经典匹 

配理论进一步深入分析二分图结构，最后充分利用链暗示技 

术通过穷举寻找到受约束的近似点覆盖。具体为：当 Min- 

CVCB问题实例存在受约束最小点覆盖时，对于任意给定的 

=1+e>l，一定可以在O(2 )时间内找到一个近似率为 1+ 

e的受约束近似点覆盖。同时，它也是 Min-CVCB问题的一 

个运行时间复杂度为0(2 )的PTAS算法。显然，当近似率 

1+￡大小一定时，随着问题规模增大，AACI算法的时间复杂 

度不变；而当问题实例的规模一定时，随着近似率 1+￡的减 

小 ，AACI算法的时间复杂度越高。 

由 AACI-DAG D算法 中的 step2中 easel和 case3中判 

定过程可知：DAG D中每一个块都是仅取其 U_部点或 部 

点之一到受约束近似点覆盖中，故最后找到的近似点覆盖也 

是一个最小点覆盖，即 +忌 一屯+k 。它与原来受约束最 

小点覆盖(屯，k )的区别是 ：( ，忌 )的取值范围比(屯，忌 )要 

大，其中 ≤(1+￡)屯， ≤(1+e)k ，但时间复杂度却由指 
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数时间降为多项式时间。目前，我们正在通过进一步深入运 

用本文中AACI算法，来处理 Min-CVCB问题实例不存在受 

约束最小点覆盖时，如何快速寻找到 Min-CVCB问题受约束 

近似解。 
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